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Jede continuirliche Punktreihe heisst eine Curve; fallen alle 
ihre Punkte in ein und dieselbe Ebene, so wird eie eine ebene 
Curve genannt, wenn nicht eine Curve im Eaume oder eine Curve 
doppelter Krümmung. Der Begriff der Curve doppelter Krüm- 
mung ist der uipfassendere und schliesst den der ebenen Curve ein. 

Um die Eigenschaften einer Curve in irgend einem ihrer Punkte 
zu untersuchen, bringt man sie mit andern Linien und Flächen in ge- 
wisse Verbindungen, nämlich mit der Geraden und Ebene, dem Kreise 
und der Schraubenlinie, mit der Kugel, der Kegelfläche und andern 
Flächen zweiten Grades, aus deren Lage gegen die Curve und deren 
Dimensionen sich Schlüsse auf die Beschaffenheit der Curve selbst 
in jenem Punkte ziehen lassen. Um aber den Verlauf der Curve in 
ihrer ganzen Ausdehnung zu übersehen, untersucht man die Flächen 
und Linien, welche durch die Gesammthcit aller in den- einzelnen 
Punkten construirten Geraden, Ebenen, Kreise, Schraubenlinien, 
Kugeln etc. erzeugt werden. Die gegenseitigen Beziehungen dieser 
neuen Flächen und Linien imter einander und zur Curve selbst, sind 
sehr geeignet, eine deutliche Vorstellung von der Beschaffenheit der 
Curve in ihrem ganzen Verlaufe zu geben. 

Auf diese Art können die Eigenschaften der Curven, welche al- 
len gemeinsam sind, untersucht werden. Die speziellen Eigenschaf- 
ten gewisser Curvengattungen , der ebenen, sphärischen, conischen, 
cylindrischen etc., überhaupt der Curven, welche auf bestimmten 
Flächen liegen, ergeben sich aus der allgemeinen Untersuchung durch 
Zufügung der speziellen Bedingungen, welchen die Punkte dieser 
Flächen genügen. Auch die Eigenschaften der Curvensysteme, 
d. h. der Schaaren d^ Curven , welche nach einem bestimmten Ge- 
setze aufeinander folgen , oder was dasselbe* ist , die Eigenschaften 
der krummen Flächen können hieraus gefolgert werden. 

In der vorliegenden Schrift sollen Uos die allgemeinen Eigen- 
schaften der Curven entwickelt werden; sie soll eine allgemeine 

Schell, Theorie d. Curven. , 1 
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Theorie der Curven doppelter Krümmung bieten. Die 
Untersuchung von speziellen Curvengattungen , sowie die Verall- 
gemeinerung der Curventheorie zu einer Theorie der Flächen 
schliessen wir aus; nur Einzelnes über spezielle Curven werden wir 
als Beispiele zur Erläuterung der allgemeinen Lehren hie und da 
heranziehen. 

Die Methode, deren wir uns bedienen, wird rein geometrischer 
Natur sein; wir werden die Curven an sich untersuchen und ihre 
Eigenschaften nicht aus den Eigenschaften ihrer Projectionen ablei- 
ten. Daher werden wir die Kechnung mit Gleichungen der Curven 
durchaus vermeiden und uns nur einiger Sätze aus den Elementen 
des geometrischen Differentiirens, nämlich einiger Sätze über unend- 
lich kleine sphärische Dreiecke bedienen. Diese Hülfsmittel genü- 
gen, um alle allgemeinen Fragen zu lösen. Bei der nicht unbedeu- 
tenden Schwierigkeit, welche die analytische Theorie der Curven 
doppelter Krümmung, d. h. die Darstellung aller Elemente, von de- 
nen die Natur einer Curve abhängt, durch symmetrische Functionen 
der Coordinaten und deren Differentialien darbietet, scheint es wün- 
schenswerth zu sein, eine genaue Einsicht in Das zu erlangen, was 
die reine Geometrie auf dem Gebiete der Curventheorie durch die 
Methode des Unendlichkleinen geleistet hat. Wir tragen kein Be- 
denken, diese Methode in allen unsern Untersuchungen anzuwenden 
und können Denjenigen nicht beistimmen, welche die Behandlung 
der Curven mit Hülfe des Calculs für eleganter und strenger halten. 
Wer die abgekürzte Sprache der Methode des Unendlichkleinen 
versteht, weiss, dass durch sie derselbe Grenzenübergang geometrisch 
bewirkt wird , den die Differentiation und Integration analytisch 
erreicht. 

Die Analysis und die Geometrie bilden heutzutage allerdings 
nur zwei Theile einer einzigen grossen Wissenschaft , der Theorie 
der continuirlichen Grösse; sie unterstützen sich gegenseitig, und 
weder darf der Analyst die Hülfsmittel der Geometrie noch der 
Geometer die der Analysis verschmähen. Allein so wenig dem er- 
steren eine rein geometrische Demonstration seiner Sätze genügen 
kann, sowie er suchen muss, diese selbstständig zu beweisen und 
die Geometrie nur als Interpreten heranziehen darf, ebenso wenig 
kann der Geometer bei der rein analytisch geführten Untersuchung 
einer räumliche Gegenstände betreffenden Frage stehen bleiben,. son- 
dern er muss dahin streben, seine Satze unabhängig von aller Kech- 
nung zu Jjeweisen und diese nur als eine Verification von anderer 
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Seite betrachten. Den Analysten scheint diese Ansicht geläufiger 
zu sein, als den Geomctern; denn gar mancher Satz über Curven 
und Flächen ermangelt noch heute eines rein geometrischen Bewei- 
ses. In dieser Richtung wenigstens für die Theorie der Curven 
einen Beitrag zu liefern , ist die Aufgabe dieser Schrift. 



Cap. I. 

Die Curve in Verbindung mit der Geraden und Ebene; 
Tangente und Tangentenebenen, Normalen imd Nor- 
malebene, Sclimiegungsebene und Hauptnormale, recti- 
ficirende Ebene und Binomale, sowie die durch diese 
Geraden und Ebenen erzeugten Flächen. Ausgezeich- 
nete Elemente der Curven. 



§.1. Die sämmtlichen Geraden, welche durch einen Punkt itf 
einer Curve gehen, bilden einen Stahlenbüschel im Räume. In die- 
sem findet sich eine Schaar Gerader vor, von denen jede ausser 
durch iJf, noch durch wenigstens einen andern Punkt der Curve 
geht. Diese Schaar bildet eine Kegelfläche, deren Mittelpunkt M 
und für welche die Curve selbst eine Leitlinie ist. Ist. die Curve 
eben, so reducirt sich diese Fläche auf die Ebene der Curve. Durch 
jeden von M verschiedenen Punkt M' der Curve geht wenigstens ein 
Strahl MM der Kegelfläche. Nähert sich nun der Punkt M' dem 
Punkte M und rückt er über ihn hinaus auf die andere Seite dessel- 
ben, so passirt der Strahl MM' eine gewisse Grenzlage. Die Gerade, 
welche die Grenzlage des Strahles MM' angiebt , welche dieser bei 
seiner Drehung um den Punkt M im Momente des Durchganges des 
Punktes M' durch den Punkt M erreicht, heisst die Tangente der 
Curve im Punkte M und der Punkt ilf selbst ihr Berührungs- 
punkt. Jeder andere Strahl MM' des Kegels, welcher wenigstens 
zwei nicht zusammenfallende Punkte ilf, M' der Curve enthält, heisst 
eine See ante der Curve und der Abstand MM' zweier solcher 

Punkte eine Sehne derselben. 

1* 
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Wenn die Secante in die Tangente übergeht , so verschwindet 
die Sehne MM* zugleich mit dem Curvenbogen, der durch ihre End- 
punkte geht. Bei diesem Uebergange gehen die Eigenschaften der 
Secante in Eigenschaften ihrer Grenze, in Eigenschaften der Tan- 
gente über. Um die näheren Umstände dieses Ueberganges deut- 
licher erkennen zu können, betrachtet man die Secante kurz vor 
ihrem Eintritt in die Tangente. Die abgekürzte Sprache der Me- 
thode des Unendlichkleinen nennt die Secante bereits in dieser Lage 
Tangente und sagt, die Sehne und der Bogen MM' seien unendlich 
klein. Die Tangente wird nach dieser Ausdrucksweise erklärt, als 
die durch zwei unendlich nahe Punkte der Curve gezogene Gerade ; 
die unendlich kleine Sehne MM' aber wird das Element der 
Curve im Punkte M genannt. Unter der Länge des Bogens einer 
Curve zwischen zwei festen Punkten M und N versteht man nämlich 
die Grenze, welcher sich die Summe von n Sehnen MM'^ M'M'\ 
M^M"', .... 4f^**"'^iV, die man erhält, wenn man zwischen iJf und N 
die n — i Punkte M'^M"^,... M^^~^^ auf der Curve annimmt und den 
Punkt M mit M', M' mit M", u. s. f. M^""-'^ mit N durch Gerade ver- 
bindet, für wachsende n nähert. Diese Grenze wird durch ein be- 
stimmtes Integral angegeben, dessen Elemente die Sehnen sind, 
welche sämmtlich verschwinden, wenn ihre Anzahl ins Unendliche 
wächst. Daher heisst die unendlichkleine Sehne MM' als das Ele- 
ment dieses Integrals, das Element des Bogens oder das Element 
der Curve. 

§. 2. Jede Gerade , welche durch den Berührungspunkt M der 
Tangente geht und zu dieser rechtwinklig ist, heisst eine Normale 
der Curve im Punkte M, Alle Normalen des Punktes M lie- 
gen in einer Ebene , welche im Berührungspunkte der Tangente 
senkrecht auf dieser steht, der Normalebene desselben. Eine 
Curve hat in jedem Punkte im Allgemeinen- eine Tangente, aber 
unendlich viele Normalen, welche alle' in einer Ebene liegen. 
Umgekehrt ist es bei den Flächen. Eine Fläche hat in jedem Punkte 
eine Normale, aber unendlich viele Tangenten, welche alle in eine 
Ebene fallen, nämlich in die Tangentenebene der Fläche. Durch 
eine Curve lassen sich unzählige Flächen legen; die Tangente der 
Curve ist eine gemeinschaftliche Tangente aller dieser Flächjen und 
ihre Normalen sind Normalen der Curve. Daher liegt die Tangente 
der Curve in den Tangentenebenen aller dieser Flächen und ist ihr 
gemeinsamer Durchschnitt und liegen die Normalen der Flächen alle 
in einer Ebene, nämlich der Normalebene der Curve. Auf einer 



— 5 — 

Fläche kann man durch jeden Punkt unzählige Curven ziehen , die 
Tangentenebene der Fläche enthält die Tangenton aller dieser Cur- 
ven und die -Normal ebenen aller Curven ^ehen durch eine Gerade, 
die Normale der Fläche. Die weitere Entwickelung des hier an- 
gedeuteten Dualismus zwischen Flächen und Curven hinBichtlich 
der zu ihren senkrechten Ebenen und Geraden ist Gegenstand dei 
Theorie der Flächen und nicht der Theorie der Curven. 

Projicirt man von irgend einem Punkte S des Raumes aus die 
Curve auf irgend eine Ebene durch eine Kegelfläche, so wird die 
Tangente eines Punktes M der Curve durch die Tangentenebene der 
Kegelfläche projicirt, welche diese Fläche längs des Strahles SM be- 
rührt. Diese Ebene ist Tangentenebene an die Kegelfläche in allen 
Punkten dieses Strahles und enthält also die Tangenten aller Cur- 
ven auf dieser Fläche in den Punkten, in welchen sie den Strahl SM 
schneiden. Sie enthält also auch die Tangente der Projection der 
Curve auf jene Ebene, denn diese ist der Schnitt des Kegels mit 
ihr. Daher ist die Tangente der Projection einer Curve 
identisch mit der Projection ihrer Tangente. Dieser Satz 
besteht auch noch dann , wenn die Curve statt auf eine Ebene auf 
irgend eine krupame FJäche projicirt wird, oder wenn der Projee- 
tionspunkt S ins Unendliche rückt, also der projicirende Kegel in 
einen Cy linder Übergeht und selbst noch dann, wenn die Curve durch 
irgend eine abwickelbare Fläche projicirt wird, welche weder Kegel- 
fläche noch Cylinderfläche ist. 

§. 3. Jede Ebene, welche durch die Tangente eines Punktes 
M einer Curve geht, heisst eine Tangentenebene der Curve 
im Punkte M und dieser Punkt ihr Berührungspunkt. Die 
sämmtlichen Tangentenebenen eines Punktes bilden einen Ebenen- 
büschel, dessen Axe die Tangente ist. Durch jeden von M verschie- 
denen Punkt M" der Curve geht wenigstens eine Ebene dieses Bü- 
schels. Wenn ihr Durchschnitt M" mit der Curve sich dem Berüh- 
rungspunkte M nähert und über ihn hinausrückt auf die andere Seite 
der Curve, so passirt bei diesem Durchgange die Tangent«nebene 
eine gewisse Grenzlage. Die Ebene, welche diese Grenzlage an- 
giebt, heisst die Schmiegungsebene (Krümmungsebene , Oscu- 
lationsebene) der Curve im Punkte M und dieser ihr Berüh- 
rungspunkt. Diese Ebene ist die Tangentenebene des Kegels in 
§. 1 , welche diesen längs der Tangente der Curve berührt. Da die 
Tangente des Punktes angesehen werden kann als die Secanto, 
welche diesen Punkt mit einem ihm unendlich nahen Punkt M' ver- 
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bindet, und da der Punkt 3/", wenn er an M unendlich nahe heran- 
rückt, auch dem Punkt illf unendlich nahe kommt, so kann die Schmie- 
gungsebene angesehen werden, als die Grenzlage einer durch M 
geführten Schnittebene der Curve, von deren Durchschnittspunklisn 
mit der Curve wenigstens drei iJf, M\ M' in einen (M) zusammen- 
fallen. Da die Secanten, welche durch M und M' und durch li/t und 
M" gehen, als Tangenten in den Punkten Tüf , ^ zu betrachten sind, 
sokanndie^climiegungsebene auch als die Ebene gelten, welche durch 
die Tangenten zweier unendlich nahen Punkte M^ M hindurchgeht. 

§. 4. Jede Tangentenebene einer Curve schneidet die Normal- 
ebene des Berührungspunktes in einer Normalen; insbesondere schnei- 
det die Schmiegungsebene die Normalebene in einer Normalen, welche 
den Namen der Hauptnormalen des Punktes T^f führt. Diejenige 
Tangentenebene, welche zur Schmiegungsebene und folglich auch zur 
Hauptnormalen rechtwinklig ist, heisi^t nach Laueret*) die roctifi- 
cirende Ebfine und ihre Durchschnittslinie mit der Normalebene, 
nämlich die zur Hauptnormalen senkrechte Normale, nennen wir 
mit Saint- Venant**) die Bino.rmale des Punktes M. 

§. 5. In jedem Punkte M einer Curve schneiden sich zufolge 
der §§. 1-— 3 drei zu einander rechtwinklige Gerade, die Tangente, 
die Hauptnormale und die Binormale. Sie sind die Durchschnitte 
dreier gleichfalls zu einander rechtwinkliger Ebenen , der Normal- 
ebene, der Schmiegungsebene und der rectificirenden Ebene. Die 
Normalebene enthält die Hauptnormale und Binormale, die Schmie- 
gungsebene die Hauptnormale und Tangente, die rcctificirende 
Ebene die Tangente und Biuormale. Lässt man diese Ebenen und 
Geraden in continuirlichem Zuge so an der Curve hingleiten, dass 
sie in jedem Punkte derselben ihren Charakter behalten , so erzeu- 
gen sie eine Reihe neuer Flächen und Curven ,• welche mit der pri- 
mitiven Curve in einer sehr intimen Beziehung stehen. Jede der 
drei Ebenen erzeugt nämlich eine abwickelbare Fläche, welche 
von ihr während der ganzen Bewegung berührt' wird und jede der 
drei Geraden beschreibt eine gleichfalls gradlinige Fläche, welche 
aber nur für die Tangente eine abwickelbare ist. Die Art und Weise, 
wie diese Flächen sich bilden, ist folgende. 

§. 6. Es sei M, M\ M'\ M"\ M'^, .... eine Reihe Punkte der 

*) Cf. Laueret, M^m. sur las courbes k double courbure. (M^m. pres. 
T. I. p. 420.) 

**) Cf. Saint- Venant, M^m. sur les lignes courbes non planes. (Journ. 
de r^cole polytechn. T. XVIII. p. 17.) 
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Curve; durch je drei unmittelbar aufeinanderfolgende derselben legen 
wir der Reihe nach die Ebenen MM'M\ M'M'M"\ M"M"'M^\ ...., 
welche sich aufeinanderfolgend in den Geraden JüTiHf ", M'M"\ 
M"'M^^^ .... schneiden. Diese Folge von Ebenen bildet eine ge- 
wisse einfache polyedrische Figur, deren Ecken auf der Curve liegen, 
deren Kanten die Verbindungslinien dieser Ecken paarweise auf- 
einanderfolgend genommen und deren Flächen die Verbindungsebenen 
derselben Punkte paarweise aufeinanderfolgend genommen sind. Die 
gebrochene Linie MMM''M"\ . . . bildet auf diesem Polyeder eine Kan- 
tenreihe. Bilden wir nun eine neue Reihe von Punkten auf der Curve, 
indem wfr zwischen je zwei aufeinanderfolgende der vorhandenen, je 
einen oder mehrere neue einschalten, und construiren aus der Reihe, 
welche von sämmtlichen alsdann vorhandenen Punkten gebildet wird, 
auf dieselbe Weise wie vorhin ein Polyeder, dann mit Hülfe einer 
weitern Einschaltung von Punkten ein drittes u. s. f., so nähern sich 
dies© Polyeder immer mehr einer krummen Fläche als Grenze. Die 
Kanten gehen, weil die Punkte der Curve sich immer näher rücken, 
in die Tangenten, die Flächen in die Schmiogungsebenrn und die 
Kantenreihe geht in die Curve selbst über. Diese Fläche enthält die 
sämmtlichen Tangenten der Curve und wird längs diesen von den 
Schmiegungsebenen berührt; diese sind also grade Erzeugungslinien 
derselben. Sie enthält auch die Curve selbst, welche auf ihr eine 
scharfe Kante bildet und von den Erzeugungslinien berührt wird. 

Dreht man die Fläche MM'M" des Polyeders um ihre Durch- 
scbnittslinie M'Df' mit der folgenden M'M'M" so lange um, bis sie 
mit dieser coincidirt, dann die so vereinigten Ebenen um den Durch- 
schnitt M'M" mit der folgenden Ebene M"M"M^^ bis sie mit dieser 
zusammenfallen u. s. f. , so wird die Oberfläche des Polyeders nach 
und nach zu einer Ebene ausgebreitet oder abgewickelt. 

Da diese Eigenschaft von der Zahl und Lage der Seitenflächen 
unabhängig ist, so geht sie beim Uebergange des Polyeders in die 
Fläche mit auf diese über. Daher ist sie abwickelbar. Diese Fläche, 
deren Wendecurve oder Gratlinie (ar^te de rebroussement) die Curve 
selbst ist, soll, als der Ort aller Tangenten, die Tangenten fläche 
der Curve lieissen. Es wird sich später zeigen , dass sie zugleich 
der Ort aller Filarevolventen der Curve ist. Auf den Tangenten-* 
ebenen dieser Fläche stehen die Binormalen senkrecht und in die- 
sen Ebenen liegen die Hauptnormalen der Curye *). 

*) Durch continuirliche Bewegung einer Ebene, wenn sie nicht in einer 
Rotation der Ebene um eine feste Axe besteht, wii*d stets eine abwickel- 
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§. 7. Die Normalebene erzeugt eine abwickelbare Fläche, die 
sie berührt und die wir die Enveloppe der Normal eben en 
nennen wollen. Da die Normalebenen zweier aufeinanderfolgender 
Punkte iHf, ^ auf den Tangenten dieser Punkte und in Folge dessen 
auch auf der durch sie hindurchgehenden Schmiegnngsebene des 
einen von ihnen (ilf) senkrecht stehen, so steht auch ihre Durch- 
schnittslinie senkrecht auf dieser Ebene. Diese Durchschnittslinie 
ist aber die grade Erzeugungslinie der Enveloppe; es hat diese 
Fläche mithin die Eigenschaft, dass alle ihre Erzeugungslinien auf 
den Schmiegungsebenen der Curve senkrecht stehen. Die Durch- 
Schnittslinie der Normalebene des Punktes M mit der Normalebene 
des folgenden Punktes heisst die Krümmungsaxe des Punktes M^ 
weil sie mit der Krümmung der Curve in sehr genauer Beziehung 
seht. Daher führt die Enveloppe der Normalebenen auch den Na- 
men der Fläche der Krümmungsaz'en. Zwei aufeinander fol- 
gende Krümmungsaxen schneiden sich in einem Punkte, weil sie 
beide Durchschnittslinien einer Normalebene mit der ihr unmittelbar 
vorhergehenden und folgenden Normalebene sind. Ihr Durchschnitt 
ist der den drei Normalebenen gemeinsame. Punkt, deren Durch- 
schnitte sie selbst sind. Die Folge dieser Durchschnittspunkte der 
Krümmungsaxen bildet auf der Enveloppe die Gratlinie, welche von 
ihnen berührt wird. Die Fläche ist , wie sich zeigen wird , der Ort 
der Evoluten der Curve und ihre Gratlinie der Ort der Mittelpunkte 
aller Kugeln, welche die Curve in der dritten Ordnung berühren. 
Ihre Erzeugungslinien laufen parallel den Binormalen und sind zu 



bare Fläche erzeugt. Denn wenn die bewegliche Ebene sich um einen un- 
endlich kleinen Winkel gedreht hat, so schneidet sie in der neuen Position 
die vorhergehende Position längs einer Geraden, welche als Axe für diede 
Drehung angesehen werden kann. Ebenso schneidet sie in einer dritten 
Position die zweite in einer Geraden, der Axe für eine zweite unendlich 
kleine Drehung u. s. f. Dadurch entsteht eine continuirliche Folge von 
Geraden, von denen je zwei aufeinanderfolgende sich schneiden; denn sie 
sind die Durchschnittslinien der beweglichen Ebene mit ihrer vorhergehen- 
den und ihrer folgenden Position und liegen also in ein und derselben Ehene. 
Ihr Durchschnitt ist der den drei Ebenen gemeinsamePunkt, deren Durch- 
schnitte sie selbst sind. Die Intersectionen dieser Folge von Geraden bil- 
den eine Curve, an welche diese Tangenten und die Folge der Ebenen 
Schmiegungs ebenen sind. Der Ort der Geraden ist aber eine Fläche, und 
da sie sich schneiden, eine abwickelbare Fläche. Die bewegliche Ebene 
berührt diese Fläche, weil sie immer durch zwei zusammenfallende (un- 
endlich nahe) Erzeugungslinien hindurchgeht. 
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den Hauptnormalen, den Schmiegungsebenen und den Tangenten 
rechtwinklig; in ihre Tangenten ebenen fallen die sämmtlichen Nor- •- 
malen der Curve. 

,§. 8. Die abwickelbare FlHche, welche die rectificirende Ebene 
erzeugt, heisst die rectificirende Fläche, weil sie die Eigen- 
schaft hat, durch ihre Abwickelung die Curve in eine Gerade zu* 
verwandeln. Die Durchschnittslinie zweier aufeinander folgender 
rectificirender Ebenen ist die grade Erzeugungslinie der Fläche und 
wird die rectificirende Gerade genannt. Sie ist senkrecht zu 
zweien aufeinanderfolgenden Hauptnormalen. Da nämlich die recti- 
ficirende Ebene senkrecht steht auf der Hauptnormalen, so ist auch 
jede in ihr liegende Gerade zu ihr senkrecht. Nun liegt die rectifi- 
cirende Gerade gleichzeitig in zwei aufeinanderfolgenden rectifici- 
renden Ebenen , also ist sie zu gleicher Zeit senkrecht auf den bei- 
den aufeinanderfolgenden Hauptnormalen, zu welchen diese senk- 
recht sind. Die rectificirende Gerade ist wohl zu unterscheiden von 
der Binormalen ; beide liegen in der rectificirenden Ebene , aber die 
Binormale steht nur auf einer Hauptnormalen , dagegen aber noch 
auf der Schmiegungsebene senkrecht, während die ^rectificirende 
Gerade auf zwei Hauptnormalen, aber nicht auf der Schmiegungs- 
ebene senkrecht steht. Die rectificirende Fläche besitzt eine Grat- 
linie, welche von sämmtlichen rectificirenden Geraden berührt wird 
und deren Schmiegungsebenen die rectificirenden Ebenen sind. In 
diesen Ebenen liegen die Binormalen und ihnen parallel laufen die 
Krümmungsaxen. 

§. 9. Die drei Geraden , die Tangente , Hauptnormale und Bi- 
normale erzeugen drei Flächen, von denen nur die, welche die Tan- 
gente beschreibt, abwickelbar ist. Sie ist nämlich die in §. 6 er- 
wähnte Tangentenfläohe der Curve.* Die Fläche der Haupt- 
normalen, welche auch die Fläche der Krümmungshalb- 
messer heisst , weil diese die Richtung der Hauptnormalen haben, 
wie sich im Verlaufe zeigen wird, ist windschief. Es liegen nämlich 
die Hauptaormalen zweier aufeinander folgender Punkte M^ M in 
zwei verschiedenen Ebenen, nämlich den Schmiegungsebenen dieser 
Punkte und gehen nicht durch denselben Punkt der Durchschnitts- 
linie dieser, folglich fallen sie nicht in dieselbe Ebene, mithin 
schneiden sie sich nicht und erzeugen also eine windschiefe grad- 
linige Fläche. Sie können daher auch nicht Tangenten einer Curve, 
d. h. Verbindungslinien aufeinander folgender Punkte derselben sein. 
Nur in einem Falle erleidet dieser Satz eine Ausnahme, nämlich 
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dann, wenn je zwei aufeinanderfolgende, mithin ^lle Schmiegungs- 
ebenen zusammenfallen. Dann ist die Curve ebön, ihre Hauptnor 
malen fallen alle in ihre Ebene und berühren die in der Ebene der 
Curve liegende Evolute derselben. 

Die Fläche der Binormalen ist gleichfalls windschief. 
'Zwei aufeinander folgende BiBormalen stehen nämlich auf zwei auf- 
einander folgenden Schmiegungsebenen senkrecht und gehen nicht 
beide zugleich durch denselben Punkt der Durchschhittslinie beider 
• Ebenen oder der Tangente; sie können sich daher nicht schneiden 
und erzeugen folglich eine windschiefe Fläche. Nur in einem Falle 
geht diese Fläche in eine abwickelbare über, nämlich wenn je zwei 
aufeinanderfolgende Schmiegungsebenen, also alle Schmiegungs- 
ebenen zusammenfallen, d. h. wenn die Curve eben ist. 

§. 10. Den §§. 6 — 9 zufolge hat man mit. einer Curve fünf 
Flächen in Verbindung zu denken : die Tangentenfläche, die Enve- 
loppe der Normalebenen, die rectificirende Fläche, die Fläche der 
Hauptnormalen und die Fläche der Binormalen. Von diesen sind 
die drei ersten abwickelbar, die beiden letzten windschief. Die Curve 
selbst ist der gemeinsame Durchschnitt der Tangentenfläche, der 
rectificirenden Fläche und der Fläche der Hauptnormalen, während 
die Enveloppe der Normalebenen nicht durch die Curve hindurch 
geht. Die drei abwickelbaren Flächen besitzen drei Gratlinien, un- 
ter denen die Curve selbst ist, sie ist nämlich die Gratlinie der Tan- 
gentenfläche. 

§. 11. Ist die Curve eben, so fallen alle Schmiegungsebenen 
mit der Ebene der Curve zusammen. Die Fläche der Tangenten 
geht über in diese Ebene; die Enveloppe der Normalebenen wird ein 
Cylinder, weil die Krümmungsaxen alle- auf der gemeinsamen Schmie- 
gungsebene aller Punkte der ^urve senkrecht stehen; die Fläche 
der Binormalen wird gleichfalls ein Cylinder, weil die Binormalen 
den Krümmungsaxen parallel laufen ; die rectificirende Fläche fällt 
mit dem Cylinder der Binormalen zusammen, denn die rectificirenden 
Ebenen und folglich auch die rectificirenden Geraden stehen alle 
auf der gemeinsamen Schmiegungsebene senkrecht und die Fläche 
der Hauptnormalen reducirt sich auf die Ebene der Curve, weil die 
Hauptnormalen alle in die Schmiegungsebenen fallen. 

Ist die Curve sphärisch , so sind die Tangenten sämmtlich Tan- 
genten an die Kugel, auf welcher die Curve liegt; mithin gehen 
alle Normalebenen und folglich auch alle Krümmungsaxen durch 
deren Mittelpunkt. Daher ist die Enveloppe der Normalebenen eine 
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Kegelfläclie und reducirt sich ihre Gratlinie auf einen Punkt, den 
Mittelpunkt der Kugel. 



§.12. Punkte, Tangenten, Schmiegungsebenen, Normalebenen, 
Binormalen , etc. einer Curve , welche eine besonders ausgezeichnete 
Lage oder sonst ausgezeichnete Eigene; chaften besitzen , heissen 
ausgezeichnete oder singulare (besondere) Punkte, Tangen- 
ten , Schmiegungsebenen etc. Die EigenthÜmlichkeiten dieser Ele- 
mente pflanzen sich auf die von ihnen abhängigen übrigen Elemente, 
Flächen und Linien fort, die mit der Curve in, Beziehung stehen. 

Lässt man einen beweglichen Punkt über die Curve hinlaufen, 
so bewegt sich gleichzeitig mit ihm die Tangente und Schmiegungs- 
ebene und zwar bewegt sich der Punkt in der Tangente (ändert seine 
Lage gegen einen festen Punkt in dieser), die Tangente in der 
Schmiegtingsebene (ändert ihre Lage gegen eine feste Grade in die- 
ser) und die Schmiegungsebene im Kaume (ändert ihre Lage gegen 
eine feste Ebene des Raumes) ; es dreht sich dabei die Tangente um 
den Berührungspunkt in der Schmiegungsebene und die Schmie- 
gungsebene um die Tangente. Aendert der bewegliche Punkt in 
einem Punkte der Curve den Sinn seiner Bewegung in der Tangente 
(nimmt sein Abstand von einem festen Punkte in ihr ab, während er 
vorher zunahm oder umgekehrt), so heisst dieser ein Rückkehr- 
punkt, ändert die Tangente den Sinn ihrer Drehung in der Schmie- 
gungsebene, so heisst sie eine Rückkehrtangente und ändert 
die Schmiegungsebene den Sinn ihrer Drehung um die Tangente, 
80 ist sie eine Rückkehrebene der Curve*). Hinsichtlich dieser 
besonderen Elemente sind nun für irgend eine Stelle der Curve fol- 
gende 8 Combinationen möglich, wobei der Buchstabe r bedeuten soll, 
dass ein Element ein Rückhehrelement, wärend o bedeutet, dass das- 
selbe kein Rückkehrelement ist: 

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8 
Punkt: o 

Tangente: o 

Schmiegungsebene: o 

Im Falle 1. ist der Punkt ein gewöhnlicher Punkt der Curve ohne 
besondere EigenthÜmlichkeiten, im Falle 2. hat die Tangentenfläche 
einen Wendestrahl, die Schmiegungsebene schneidet diese Fläche 

*) Cf. V. Staudt, Geometrie der Lage §. 205. p. 113. 
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in der Tangente, diese Fläche und mit ihr die Curve tritt von der 
einen Seite der Schmiegungsebene auf die andere über. Der Punkt 
der Curve ist ein Wendepunkt. Im dritten Falle hat die Tangen- 
tenfiäche «ine Schärfe, ebenso im 4., nur ist die Tangente zugleich 
Wendestrahl, im 5. bildet die Curve eine Spitze, bleibt aber auf der- 
selben Seite der Schmiegungsebene, desgl. im 6., nur tritt sie auf die 
andere Seite der Schmiegungsebene über, die Fälle 7. und 8. sind^ de- 
nen 5. und 6* analog, 

§. 13. Es kann der Fall eintreten, dass ein Punkt, oder eine 
Tangente oder eine Schmiegungsebene der Curve ins Unendliche 
rückt. Entfernt edch die Schmiegungsebene ins Unendliche, so ge- 
schieht dasselbe jnit der Tangente .und deren Berührungspunkt; ent- 
fernt sich die Tangente ins Unendliche , so rückt auch der Berüh- 
rungspunkt unendlich weit fort, ohne dass die Schmiegungsebene 
nothwendig dasselbe thut; rückt der Punkt der Curve ins Unend- 
liche, so können Tangente und Schmiegungsebene im Endlichen 
bleiben. Bezeichnen, wir das Fortrücken eines Elementes ins Un- 
endlicheinit dem Zeichen oo, während o die Lage desselben im end- 
lichen Räume bedeutet , so sind folgende 3 Fälle möglich 



Punkt : 


00 


00 


00 


Tangente : 


00 


00 





Schmiegungsebene : 


00 









Im ersten Falle ist die Tangente , sowie die Schmiegungsebene un- 
bestimmt, im zweiten Falle nähert sich die Curve fortwährend einer 
festen Ebene, aber in dieser ist die Tangente unendlich fern, also 
unbestimmt, im dritten Falle nähert sich die Curve fortwährend einer 
festen Ebene und in dieser einer festen Graden. Diese Ebene heisst 
eine Asymptotenebene und die Grade in ihr eine Asymptote 
der Curve. 

Jeder die.ser 4:ei Fälle kann in Verbindung mit jedem der 8 
obigen Fälle eintreten, so dass also die Curve hinsichtlich ihrer un- 
endlich fernen Elemente, wenn blos Punkte, Tangenten und Schmie- 
gun^seben berücksichtigt werden, 24 Arten von Eigenthümlichkeiten 
haben kann. 

§. 14. Es giebt noch verschiedene Degenerationsfalle anderer 
Art. Bildet eine Curve eine Schlinge und zieht sich diese in einen 
Knoten zusammen, so fallen mehrere Punkte in einen zusammen. 
Ein solcher Punkt heisst ein vielfacher Punkt und es gibt in ihm 
im Allgemeinen ebenso viel Tangenten und Schmiegungsebenen, 
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als Punkte zusammenfallen , oft aber fallen auch mehrere dieser Ele- 
mente selbst zusammen aber werden auch wol unbestimmt. 

Reducirt sich ein Curvenast auf einen Punkt (Einsiedler), 
so wird die Tangente und Schmiegungsebene unbestimmt. 

Fallen mehrere der unter den acht Fällep (§. 12) verzeichneten 
I^unkte zusammen, so erlangt ein solcher eine Combination von be- 
sonderen Eigenschaften der zusammenfallenden Punkte, einige 
Eigenschaften verschwinden in der. Regel, indem sie sich paarweise 
vernichten. Fallen z. B. mehrere Wendepunkte zusammen, so hängt 
es von der graden oder ungraden Beschaffenheit ihrer Anzahl ab, ob 
der Gesammtpunkt ein "Wendepunkt wird, oder nicht. 

Berührt eine Tangente oder Schmiegungsebene eine Curve in 
2,3, ....Punkten, so heisst sie eine Doppeltangente, drei- 
fache Tangente etc., doppelte, dreifache Schmiegungs- 
ebene u. s. w. Eine Doppeltangente liegt in zwei Schmiegungs- 
ebenen, die auch in eine doppelte Schmiegungsebone zusammenfal- 
len können. 



Cap. n. 

Contingenz winkel , Schmiegungs mnkel , Winkel der 
ganzen Krümmung. Die Krümmung der Curven 

und ihre Radien. 



§. 1. Der unendlichkleine Winkel, welchen dio^Tangenten eines 
Punktes M der Curve mit der Tangente des folgenden Punktes H/t 
bildet, heisst der Contingenzwinkel der Curve im Punkte 
M, Er liegt in der Schmiegungsebene^ er wird auch von den Nor- 
malebenen der Punkte iXf, M' gebildet, da diese zu den Tangenten 
dieser Punkte senkrecht sind. Nun sind die Normalebenen Tangen- 
tenebenen an die Fläche der Krümmungsaxen und zugleich die 
Schmigeungsebenen der Gratlinie dieser Fläche. Daher ist der 
Winkel der Schmiegungsebenen zweier aufeinanderfolgender Punkte 
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der Gratlinie der Fläche der Krümmungsaxcn gleich dem Contin- 
genzwinkel der primitiven Curve. 

Die Normalebenen der Punkte M, M' und ihre Durchschnitts- 
linie, die Krümmungsaxe des Punktes itf stehen gleichzeitig senk- 
recht auf der Schmiegungsebene von M^ in welcher die beiden Tan- 
genten liegen. Sie schneiden diese Ebene in zwei zu den Tangenten 
senkrechten Graden, welche im Durchschnitt C der Krümmungsaxe 
mit der Schmiegungsebene zusammenlaufen. Diese Geraden bilden 
mit einander den Neigungswinkel der Normalebenen, d. h. ihr Win- 
kel ist gleich dem Contingenzwinkel. Von diesen Geraden ist aber 
nur die eine {MC) eine Hauptnormale, nämlich die Durchschnitts - 
linie der Normalebene des Punktes M mit der Schmiegungsebene 
desselben Punktes , die andere M'C nicht. Denn diefolgende Haupt- 
normale ist die Durchschnittslinie der Normalebene des Punktes M' 
mit dessen Schmiegungsebene, MC ist aber die. Durchschnittslinie 
dieser Normalebene mit der Schmiegungsebene des Punktes M. Diese 
Linie ist bloss die senkrechte Projection der zweiten Hauptnormale 
auf die erste Schmiegungsebene. 

§. 2. Es kann leicht die Summe z der Contingenzwinkel einer 
Curve gefunden werden, welche von den aufeinanderfolgenden Tan- 
genten der Curve zwischen zwei festen Punkten M und N gebildet 
werden. Schalten wir zu dem Ende n — 1 andere Punkte M\ M , 
M''\ .... T^f^**""*) zwischen M und N ein, so nähert sich die Schaar der 
Geraden ,• welche durch M und M\ M" und M'\ M" und M"\ u. s. f. 
gehen, immer mehr der Schaar der Tangenten in den Punkten M^ 
M\ M'\ .... Jr(«-0, N und die Schaar Ebenen durch M, M\ M" r, M\ 
M'\ M"'^ .... der Schaar der Schmiegungsebenen der Punkte von M 
bis N und die "Winkel, welche die aufeinanderfolgenden • Geraden 
mit einander bilden , werden die Contingenzwinkel der Punkte M^ 
M\ M" . . , N. Letztere bezeichnen wir als Elemente der Sumipe t 
der Reihe nacliiliit dt , dx\ dx\ . . . rfT^"""*^ rfi^"^. Die dadurch ent- 
stehende Figtir ijtoät in der Grenze den Theil der ^angentenfläche 
dar, den eine 'towegliche Tangente beschreibt, wenn sie aus der 
Lage der Tangente in M durch alle Zwischenlagen in die Tangente 
des Punktes iV übergeht. Wickelt man nun diese Fläche ab , indem 
man jede Schmiegungsebene (die Ebene eines Contingenzwinkels) 
um die Tangente dreht, bis sie mit der folgenden Schmiegungsebene 
zusammenfällt, so wird dadurch weder die Grösse der Contingenz- 
winkel, noch die der Bogenelemente der Curve alterirt und es geht 
die Curve doppelter Krümmung in eine ebene Curve über, welche 
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mit ihr gleiche Bogenelemente nud gleiche Contingenzwiakel hat. 

Zieht maa nun in der Ebene der abgewickelten Curve (Fig.l) irgend 

Flg. I. 




eine Gerade (Transversale), welche die Tangenten der Punkte 
M, M", M", .... W"~'l, N der Reihe nach in den Pnnkten ^ , ft', (*", . , . 
y}."-'\ V schneidet und mit diesen die Winkel (t, ft', fi", ... fi'"^", r bil- 
det, 80 ergibt sich jeder Contingenzwinkel als die Differenz zweier 
Winkel ^, welche die Transversale mit seinen Schenkeln bildet nnd 
man erhält die Gleichungen 

dx =a" —a 



ind durch deren Addition die Summe der Contingenzninkel nämlich 



Die Pnnkte fi, ft', ft' ... der Transversalen. bildeten vor der Abwicke- 
lung der Tangentenäfiche auf dieser eine Cnrve, deren Tangenten 
gegen die Erzeugungslinieu der Fläche nnter den Winkeln ft geneigt 
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waren und durch die Abwickelung alle in eine Grade zusammenfie- 
len. Da die Bogenlänge dieser Curve durch die Abwickelung nicht 
verändert wurde und die Grade in der Ebene eine kürzeste Linie 
zwischen irgend zweien ihrer Punkte ist, so folgt, dass jene CuVve 
auf der Tangentenfläche gleichfalls eine kürzeste Linie sein muss 
und da die Transversale in der Ebene ganz willkührlich war, 'so er- 
gibt sich der Satz: 

Die Summe der Contingenzwinkel einer Curve 
doppelter Krümmung zw ischen den Tangenten zweier 
fester Punkte M, iV^derselben ist gleich der Differenz 
der Winkel, welche die Tangenten irgend einer auf 
der Tangentenfläche gezogenen kürzesten Linie mit 
denTangenten der Punkte iüf, iVin den Punkten bilden, 
in welchen die kürzeste Linie letztere schneidet*). 

§. 3. Legt man durch die Punkte M, M'^ M" einer Curve eine 
Ebene und construirt in dieser «einen Kreis , welcher durch diese drei 
Punkte geht, so liegt dessen Mittelpunkt y in dem Punkte, in wel- 
chen die Durchschnittslinie der beiden in den Mitten der Sehnen 
MJüf und lifM" senkrecht auf diesen errichteten Ebenen die Ebene 
der drei Punkte durchschneidet. Rücken nun die Punkte M' und 
M" dem Punkte 7>f unendlich nahe, so geht die Ebene in die Schmie- 
giingsebene über und nimmt der Kreis und sein Mittelpunkt eine be- 
stimmte Grösse und Lage an. Die in den Mitten der Sehnen errich- 
teten Perpendikularebenen gehen hiebei in die Normalebenen der 
Punkte iJf , lif, ihre Durchschnittslinie in die Krümmungsaxe und der 
Mittelpunkt des Kreises in den Durchschnitt C derselben mit der 
Schmiegungsebene über. Dieser Kreis, dessen Mittelpunkt C und 
Radius CM:=q in der Hauptnormale des Punktes M liegen, hat mit 
der Projection der Curve auf die Schmiegungsebene gleiche Krüm- 
mung und heisst der Krümmungskreis der Curve im Punkte 
M, sein Mittelpunkt der Krümmungsmittelpunkt und sein Ra- 



'*') Hieraus folgt eine allgemeine Eigenschaft der kürzesten Linien auf 
abwickelbaren Flächen. Da für alle kürzeste Linien auf einer solchen 
Fläche fi — V constant ist, so sei ii — v die analoge Winkeldifferenz für ir- 
gend eine zweite kürzeste Linie derselben Fläche; dann ist |[t — v = |[t' — «/' 
mithin auch fi — (i' = v — v d. h.: Die Tangenten irgend zweier 
kürzesten Linien einer abgewickelten Fläche bilden mit der 
Erzeugungjslinie dieser Winkel fi, v, deren Differenz während 
des ganzen Verlaufs dieser Cnrvenconstant bleibt. 
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dius der Kriiäimungsbalbmesser. Aus dem unendlich schma- 
len Dreieck MCM' (Fig. 2), welches als recht- Fig. 2. • 
winklig und gleichschenklig angesehen werden 
kann und in welchem die dem Winkel C^= dt 
gegenüberliegende Seite das Bögenelement 
M3f = ds ist, während seine beiden andern Sei- 
ten MC=:M'C=^Q sind, ergibt sich 

Q .dx zj:=:dS 

und mithin: 

ds 1 dt 

^^~^d~t,' "q d^s' 

Nimmt man die Krümmung eines mit der Li- 
nieneinheit beschriebenen Kreises als Einheit der 
Krümmung an, so verhalten sich die* Krümmungen zweier Kreise um- 
gekehrt wie die Eadien und ist der reciproke Werth des Radius das 

Mass der Krümmung eines Kreises. Daher ist — oder — die Krüm- 
mung des Krümmungskreises. Man nennt diesen Ausdruck die 
Krümmung der Curve im Punkte M^ auch wohl die erste 
Krümmung der Curve in diesem Punkte zum Unterschiede von einer 
bald zu erläuternden zweiten. 

§. 4. Der Krümmungskreis hat drei aufeinanderfolgende Punkte 
oder, was dasselbe ist, zwei aufeinanderfolgende Bogenelemente oder 
Tangenten mit der Curve gemein. Die Berührung zweier Curven, 
welche n aufeinanderfolgende (zusammenfallende) Punkte gemein 
haben, heisst eine w- punktige Berührung oder eine Berührung der 
(n — 1)'*°. Ordnung. Der Krüramungskreis berührt demnach die Curve 
3punktig oder in der zweiten Ordnung. Eine Fläche berührt eine 
Curve wpunktig oder in der n — 1'®° Ordnung, wenn sie mit ihr n 
aufeinanderfolgende Punkte gemein hat. Die Schmiegungsebene be- 
rührt demnach die Curve in der zweiten Ordnung. Der Krümmungs- 
kreis liegt in der Schmiegungsebene und berührt dies6 Curve in der- 
selben Ordnung, wie diese. Dieser Satz ist ein spealellfer Fall des all- 
gemeineren : Wenn eine Fläche F eine Curve C in der «'*"* Ordnung 
berührt, so kann auf der Fläche durch den Berührungspunkt keine 
Curve gezogen werden, welche C in einer höheren Ordnung , als der 
«'•" berührt. Denn es kann eine auf der Fläche F liegende Curve 
mit der Curve C nicht mehr Punkte gemein haben , als auf F liegen. 

Die Berührung der zweiten Ordnung nennt man auch Os- 
culation. Daher heissen der Krümmungskreis und die Schmie- 

Schell, Theorie d. Curven. 2 
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gungsebene auch osculir ender Kreis und osculirende 
^ben e. 

§. 5. Der Krümmungsmittelpunkt C des Punktes M\si der Durch- 
schnittspunkt der Krümmungsaxe mit der Hauptnormalen dieses 
Punktes. Die Folge der Krümmungsmittelpunkte bildet daher eine 
Curve , welche auf der Fläche der Hauptnormalen und der Fläche 
der Krümmungsaxen liegt und mithin die Durchsclmittscurve dieser 
beiden Flächen ist. Diese Curve wird von den Hauptnormalen nicht 
berührt, sondern geschnitten. (Vgl. Cap. I, §. 9.) 

§. 6. Die Schmiegungsebenei; zweier aufeinanderfolgender 
Punkte M^ M' einer Curve bilden einen unendlich kleinen Winkel, 
den S chmiegungswinkel (Torsions- oder Flcxions- oder Win- 
dungswinkel). Da die Krümmungsaxen und Binormalen dieser 
Punkte auf den Schmiegungsebenen senkrecht stehen , so bilden sie 
mit einander denselben Winkel. Der Winkel zweier auf ein and erf oh 
gender Krümmungsaxen ist aber der Contingenzwinkel der Gratlinie 
der Fläche der Krümmungsaxen und der Contingenzwinkel der pri- 
mitiven Curve ist nach §. 1 gleich dejn Winkel zweier aufeinander- 
folgender Schmiegungsebenen dieser Gratlinie ; daher der Satz : 

' Eine Curve doppelter Krümmung und die Gratlinie 
der Fläche ihrer Krümmungsaxen stehen in solcher 
Beziehung zu einander, dass der Contingenzwinkel 
und Schmiegungswinkel der einen resp. dem Schmie- 
gungswinkel und Contingenzwinkel der andern gleich 
ist*). 

Durch Abwickelung einer Fläche wird der Winkel zweier Tan- 
gentenebenen derselben oder der Schmiegungswinkel der Gratlinie 
dieser Fläche zerstört. Dujrch Abwickelung der Tangentenfläche 
geht daher die Curve in eine ebene Curve über, welche mit ihr glei- 
che Contingenzwinkel hat, durch Abwickelung der Fläche der Krüm- 
mungsaxen erhält man aus deren Gratlinie eine ebene Curve, deren 
Contingenzwinkel den Schraiegungswinkeln der Curve doppelter 
Krümmung gleich sind. Von diesen beiden ebenen Curven hat die 
erste mit der Gurve doppelter Krümmung gleiche Bogenelemente 
und folglich auch gleiche Krümmungshalbmesser, das Bogenelement 
der zweiten ist aber im Allgemeinen nicht gleich dem Bogenele- 
mente jener. 

Die Curve und die Gratlinie ihrer Fläche der Krümmungsaxen 



*) Cf. Laicret a. a. O. p. 419. 
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haben noch die Beziehung zu einander, dass die Normalebenen jeder 
von ihnen den Schmiegungsebenen der andern parallel sind. Die 
Normalebene der erstem ist nämlich selbst die Schmiegungsebene 
der zweiten und die Nornflilebene dieser steht senkrecht auf der 
Krümmungsaxe als ihrer Tangente; auf dieser aber steht auch die 
Schmiegungsebene der ersteren senkrecht. 

§. 7. Der Schmiegungswinkel, den wir mit da bezeichnen wol- 
len, misst in einer ähnlichen Weise die Abweichung der Curve von 
der Schmiegungsebene, wie der Contingenzwinkel dr ihre Abwei- 
chung von der Tangente. Wird in einem Puükte der Curve da = o, 
so wird die Curve an dieser Stelle eben, d. h. es fallen zwei Schmie- 
gungsebenen zusammen und fallen also 4 Punkte oder 3 Tangenten 
in eine Ebene. Die Schmiegungsebene berührt alsdann die Curve 
in der dritten Ordnung. Wird in einem Punkte dx gleich Null, «o 
wird die Curve an dieser Stelle gradlinig, d. h. es fallen drei aufein- 
anderfolgende Punkte in die Tangente, der Krümmungskreis geht 
in die Tangente über und diese berührt die Curve in der zweiton 
Ordnung. 

§. 8. Construirt man ein rechtwinkliges Dreieck (Fig. 3) , in 
welchem eine Kathete gleich dem Bogenelemente ds und der dieser 
gegenüberliegende Winkel gleich dem Schmiegungswin- Fig. 3. 
kel de ist, so werden die beiden andern Seiten eine 
Länge r annehmen, so dass 

r . d6 = ds 

und also 

da 1 ds 

ds ' 7' da 

wird. Der reeiproke Werth dieser Länge r misst die 
Krümmung eines mit ihr als Radius beschriebenen Krei- 
ses und wird das Maass der zweiten Krümmung (Schmiegung, 
Flexion, Torsion oder Windung) der Curve in dem Punkte genannt, 
welchem ds und da angehören, die Länge r selbst der Radius der 
zweiten Krümmung (Schmiegungs - oder Plexions- oder Tor- 
sionsradius) jenes Punktes genannt. Weil die Curve zwei Krümmun- 
gen besitzt, heisst sie Curve doppelter Krümmung. 

Denkt man sich eine Curve, welche mit der gegebenen Curve 
gleiches Bogenelement , zum Contingenzwinkel aber deren Schmie- 
gungswinkel hat, so stellt deren Krümmungshalbmesser den Radius 
r dar. Da der Schmiegungswinkel dieser Curve hiedurch noch nicht 
bestimmt wird, so gibt es imzählig viele Curven welche dieser Be- 

2* 
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dingiiDg genügen , keine von ihnen ist identisch mit der Gratlinie der 
Krümmungsaxen , aber eine ist darunter, deren Schmiegungswinkel 
gleich dem Gontingenzwinkel der gegebenen Curve ist. Diese Curve 
hat mit der gegebenen reciproke Krümmungen ; man könnte sie die 
der ursprünglichen reciproke Curve nennen. 

§. 9. Da der Schmiegungswinkel gleich dem Gontingenzwinkel 
der Gratlinie auf der Fläche der Krümmungsaxen ist, so kann die 
Summe ß der Schmiegungswinkel, d. h. der Winkel, welche die 
Schmiegungsebenen aller Punkte der Gurve zwischen zwei festen 
Punkten M^ N mit einander bilden , in ähnlicher Weise gefunden 
werden , wie wir in Gap. I. §. 2 die Summe der Gontingenzwinkel 
gefunden haben. Man kann aber auch direct^ihre Summe finden. 
Nach einem Satze der Elementargeometrie ist die doppelte Summe 
der Winkel A, B^C einer dreiflächigen Ecke weniger dem vierfachen 
körperlichen Haume E der Ecke selbst gleich dem vollen körperli- 
chen Winkel Sly nämlich 

2{A + B+ C) — ^E=Sl. 

/ 1 • 

Ist nun A' der Nebenwinkel von A^ also A^ + u4 = -^Ä, so kommt, 

wenn man dies einsetzt, 

B+ C=2E+ Ä 

und mithin wird 

C = 2 ^ + ^' —B. 

d. h. ein- Winkel einer körperlichen Ecke ist gleich der Differenz 
zwischen einem der Winkel an der Gegenseite und dem diesem nicht 
anliegenden Aussenwinkel des Dreiecks vermehrt um den doppelten 
Inhalt der körperlichen Ecke. 

Schneiden wir nun das System der Schmiegungsebenen der 
Punkte ikT, M^ M'\ ... ^("""*), iVmit irgend einer Ebene, welche mit 
diesen der Reihe nach die Winkel fi, \i ^ fi\ . . . . v bildet und bezeich- 
nen die körperlichen Ecken , welche von je zwei aufeinanderfolgen- 
den Schmiegungsebenen und der Schnittebene gebildet werden, der 
Reihe nach mit dSy de, de\ . . . <?f^"^ sowie die Schmiegungswinkel 
selbst mit £?<?, d(s\ do\ . . . rfff^'*^ so erhält man nach dem angeführ- 
ten Satze : 

d6 = 2ds + fi' — |x 

d6 zr=t2de + fi" — (i 
da = 2ds + fi — fi 



j^y(n)_2Jf(n)^y_^(n-l) 
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mithin durch Addition , wenn wir noch die Summe der Schmiegungs- 
winkel mit 6 und die der körperlichen Ecken mit JS bezeichnen 

Darin bedeutet nun E den körperlichen Raum der von den Schmie- 
giingsebenen in M und N, von den zwischen ihnen liegenden Theile 
der Tangentenfläche und der Schnittebene gebildeten krummflächi- 
gen Ecke. Daher der Satz: 

Die Summe der Schmiegungs winkel, welche die 
Schmiegnngsebenen aller zwischen zwei festen Punk- 
ten M^N einer Curve doppelter Krümmung bilden, ist 
gleich der Differenz der Winkel, welche die Schmie- 
gnngsebenen in i^f und iV mit irgend einer Schnittebene 
bilden vermehrt um den doppelten körperlichen Raum 
der von diesen drei Ebenen und dem zwischen den 
Schmiegungsebenen liegenden Theile der Tangenten- 
fläche gebildeten krummflächigen Ecke. 

§. 10. Die Hauptnormalen oder Krümmungshalbmesser zweier 
aufeinanderfolgender Punkte ilf, At der Curve kreuzen sich unter 
einem unendlich kleinen Winkel, den wir den Winkel der gan- 
zen Krümmung im Punkte M nennen wollen. Dieser Winkel 
wird auch gebildet von den rectificirenden Ebenen dieser Punkte, 
welche auf den Hauptnormalen senkrecht stehen und da diese Ebe- 
nen Tangentenebenen der rectificir enden Fläche und also auch 
Schmiegungsebenen ihrer Gratlinie sind , so ist er auch dem Schmie- 
gnngswinkel der Gratlinie der rectificirenden Fläche gleich. Der 
Winkel der ganzen Krümmung hängt ab vom Contingenzwinkel und 
vom Schmiegungswinkel und es besteht zwischen diesen Winkeln 
die wichtige, vpn Laueret aufgefundene Relation*): 

Das Quadrat des Winkels der ganzen Krümmung 
ist gleich der Summe der Quadrate des Contingenz- 
winkels und des Schmiegungswinkels. 

Zum Beweise dieses Satzes I 9/ **^' ^' 

legen wir durch vier aufein- / /^ 

anderfolgende Punkte iJf,iJ/', 1/ 

M'\ M" der Curve die bei- /^^'^^^^zzr' C 

den Schmiegungsebenen der / " ^^^^^^'""^^-Ä^^ " 

Punkte iJf und M\ nämlich die ^L ___^^^'^^^'*^*^---...^^^^' 

Ebenen MM'M" und MM"M"\ "~'~^^^^*?T — > 



*) Cf. Lancret a. a. O. p. 430. 
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welche sich in der Tangente M'M" schneiden und mit einander 
den Schmiegungswinkel da bilden. Die Normalebene des Punk- 
tes ]\it schneidet diese beiden Ebenen in zwei Geraden MC^ MCf 
(Fig. 4), welche senkrecht zilr Tangente iRTilf" sind und also mit 
einander den Winkel da bilden. Von diesen beiden Linien ist M'Cf ^ 
welche in der Schmiegungsebene des Punktes M liegt, die" Haupt- 
normale dieses Punktes , die andre M'C ist, da die Normalebene von 
M' auch auf der Schmiegungsebene von M senkrecht steht, die recht - 
winklige Projection von iJf'C' auf die Schmiegungsebene von M. 
Diese Linie MC schneidet sich mit der Hauptnormalen ilf C des Punk- 
teö M im Krtimmungsmittelpunkte C und bildet mit ihr einen Win- 
kel gleich dem Contingenzwinkel dx. Ziehen wir daher durch M in 
der Schmiegungsebene von M mit der Hauptnormalen MC eine Pa- 
rallele ilf'y, so bildet sie mit MC gleichfalls den Winkel CM^y^^^^dx 
und da sie die Richtung der ersten Hauptnormalen hat , so ist der 
Winkel yM^C\ den sie mit der Hauptnormalen M'Cf des Punktes M' 
bildet der Winkel dk beider Hauptnormalen oder der Winkel der 
ganzen Krümmung. Die drei im Punkte M' sich schneidenden Gera- 
den iUf'C, M Cf^ My bilden eine an der Kante MC rechtwinklige drei- 
flächige Ecke, deren ebene Winkel cf<y, dx und dk sind, wovon dk 
dem rechten Winkel gegenüberliegt. Beschreiben wir jetzt um den 
Punkt M" als Mittelpunkt mit der Linieneinheit als Radius eine Ku- 
gel, so erzeugt die dreiflächige Ecke auf ihr ein rechtwinkliges sphä- 
risches Dreieck, ABC dessen drei Seiten dr, d(S^ (f Ar unendlich klein 
sind. Dies Dreieck ist folglich als eben anzusehen und daher hat 
man nach dem pythagorischen Satze: 

dk^ = rf(?2 + rf^2 

Den obigen Bemerkungen zufolge kann dieser Satz auch so ausge- 
sprochen werden: 

Das Quadrat des Schmiegungs winkeis der Grat- 
linie auf der rectificir enden Fläche ist gleich der 
Quadratsumme des Contingenz winkeis der Curve und 
des Contingenzwinkels der Gratlinie auf der Fläche 
der Krümmungsaxen. 

Aus diesem Satze folgt unmittelbar auch noch der folgende : 

Bei keiner Curve doppelter Krümmung kann je der 
Winkel der ganzen Krümmung kleiner als der Contin- 
genzwinkel oder kleiner als der Schmiegungswinkel 
sein. 
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Ist die Curve eben, so ist der Schmiegungswitifcel Null und der 
Winkel der ganzen Krümmung gleich dem Contingenzwinkel. 

§.11. Der Winkel dk der ganzen Krümmung misst die Abwei- 
chung zweier Hauptnormalen von einander und in gewissem Sinne 
die scbraubenartige Windung der Curve. Bestimmt man nun ähn- 
lich, wie in §. 8, eine Länge R so, dass 

R , dk =^ ds 

also 

P ds 1 dk 

dk'~R~ Is 
wird, so soll der reciproke Werth von R dasMaass der Krüm- 
mung der Curve im Punkte iüf, an welchem das Bogenelement 
ds liegt oder auch kurz die ganze Krümmung der Curve im 
Punkte M, die Linie R aber der Radius der ganzen Krüm- 
mung heissen. Die Linie R würde der Krümmungshalbmesser einer 
Curve sein, welche bei gleichem Bogenelemente mit der gegebenen 
Curve den Winkel dk zum Contingenzwinkel oder der Schmiegungs- 
radius einer andern Curve sein, welche bei demselben Bogenelemente 
den Winkel dk zum Schmiegungswinkel hätte. 

Der Radius R der ganzen Ej:ümmung steht mit dem Krümmungs- 
radius Q und dem Schmiegungsradius r in einer sehr einfachen Be- 
ziehung, nämlich: 

Das Quadrat des reciproken Werthes vom Radius 
der ganzen Krümmung ist gleich der Quadratsumme 
der reciproken Werthe des Krümmungsradius und des 
Schmiegungsradius. Oder auch:. Das Quadrat der gan- 
zen Krümmung ist gleich der Quadratsumme der er- 
sten und zweiten Krümmung der Curve. 

Es ist nämlich nach dem Lancret'schen Satze 

dk'^ = (/r2 + ^q2^ 

mithin auch, wenn mau mit ds'^ dividirt: 



oder weil 



ist, 

1 -•-" -..« '1\2 



^•y = 


= Q-M 


day 
ds) 


1 dk 
R ds' 


1 dt 1 

Q ds ' r 


da 
ds 



©' = g; + a j 



§. 12. Aus dieser Gleichung folgt noch 
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uud hieraus ergibt sich, weil sowohl 

, als auch 



nicht grösser als die Einheit werden kann, der Satz: 

Bei keiner Curve doppelter Krümmung kann in 
irgend einem Punkte der Radius der ganzen Krümmung 
grösser sein als der Krümmungsradius oder derSchmie- 
gungsradius. 

§. 13. Die drei Winkel dr, da, dk haben für die Erzeugung 
der Curve eine wichtige Bedeutung, dx ist der Winkel, um welchen 
die Tangente sich drehen muss, damit die Curve sich überhaupt 
krümmt, da der Winkel, um welchen die Schmiegungsebene sich 
dreht, damit die Curve statt eben, doppelt gekrümmt werde und dk 
ist der Winkel, um welchen sich in Folge dieser beiden Drehungen 
die Hauptnormale und die rectificirende Ebene drehen. Die Axen, 
um welche diese Drehungen erfolgen , sind : für die erste die Krüm- 
mungsaxe , für die zweite die Tangente und für die dritte die recti- 
ficirende Gerade. Führt man diese Drehungen im entgegengesetzten 
Sinne aus , d. h. lässt man die Schmiegungswinkel da zu Null wer- 
den, so wird die Curve eben, werden hierauf alle dr = o, so geht 
sie in eine Gerade über, d Ar wird, vermöge der G]eich\uig d k^ = 
dr^ + da^ von selbst Null, wenn da und dx verschwinden. 

§. 14. Beschreibt man um irgend einen Punkt des Raumes mit 
der Einheit als Radius eine Kugelfläche und legt durch deren Mit- 
telpunkt eine Schaar Gerader parallel den Tangenten, eine andere 
parallel den Krümmungsaxen und eine dritte parallel den Haupt- 
normalen, so erhält man auf der Kugel drei sphärische Curven, von 
denen je drei ein und demselben Punkt der gegebenen Curve entspre- 
chende Punkte ein Octantendreieck bilden*). Die'Bogenelemente 
dieser drei Curven messen den Contingenzwinkel , den Schmiegungs- 
winkel und den Winkel der ganzen Krümmung, also die Bogen 
selbst die Summen dieser Winkel. Die Ebenen durch den Mittel- 
punkt der Kugel und die Bogenelementie oder Tangenten derselben 
sind parallel der Schmiegungsebene, der Normalebene und einer 
Ebene parallel zwei aufeinanderfolgenden Hauptnormalen, d. h. pa- 
rallel einer zur rectificirenden Geraden senkrechten Ebene , von der 
wir später reden werden, und die wir die Ebene der ganzen 
Krümmung nennen wollen, weil durch Projection der beiden Haupt- 

*) Cf. Senff, theoremata principalin e theoria curvarum et superficie- 
rum. Dorpati Liviorum 1831. Cap. IV, §. 2. 
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normalen auf sie der Winkel dk erhalten wird. Die Contingenz Win- 
kel dieser drei Curven geben den Schmiegungswinkel, den Contin- 
genzwinkel und den Winkel zweier rectificirend«n Geraden d. h. den 
Contingenzwinkel der Gratlinie der rectificir enden Fläche an. Es 
sind nämlich ihre Tangenten senkrecht zu den Durchschnittslinien 
zweier Ebenen , welche durch zwei ihrer Bogenelemente und den 
Kugelmittelpunkt gehen , weil sie zugleich als Tangenten der Kugel 
auf deren Radius senkrecht stehen. Die Schmiegungswinkel dieser 
drei Curven sind , weil ihre Schraiegungsebenen senkrecht zu den 
Kadien der Kugel sind gleich dem Contingenzwinkel , dem Schmie- 
gungswinkel und dem Winkel der ganzen Krümmung. Sie sind 
also drei Curven, deren Schmiegungswinkel durch ihre Bogenele- 
mente gemessen werden. 

^. 15. Hat eine Curve einen ausgezeichneten Punkt, eine aus« 
gezeichnete Tangente oder Schmiegungsebene, so hat sie an der be- 
treffenden Stelle auch hinsichtlich der Krümmungen ausgezeichnete 
Eigenschaften. Ist nämlich der Punkt Mq ein Rückkehr punkt und 
man lässt eine bewegliche Tangente über die Curve hingleiten , so 
wird der Abstand ihres Berührungspunktes M von einem festen 
Punkte Ä in ihr ein Maximum oder Minimum, sobald M nach Mq ge- 
langt, weil in diesem Putikte der Punkt M den Sinn seiner Bewe- 
gung in der Tangente ändert und also die Länge AM vom Wachsen 
zum Abnehmen, oder umgekehrt vom Abnehmen zum Wachsen über- 
geht. Die Aenderung von AM ist aber das Bogenelement ds im 
Punkte Mq^ diese muss daher gleich Null werden. Der Punkt M^ 
ist gewissermaass^ ein Stillstandspunkt für die Bewegung von M in 
der Tangente. In ähnlicher Weise muss für eine Rückkehrtangente 
(fr und für eine Rückkehrebene da gleich Null werden. Mit Rück- 
sicht hierauf hat man in den acht in Cap. I. §. 12 verzeichneten Fäl- 
len ausgezeichneter Elemente die Werthe : 
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Die Fälle 2. und 4. nennt Monge : simple inflexion und double 
inflexion *). 



Cap. m. 

Die Tangentenfläche und die Evolventen. 



§. 1. Lässt man eine bewegliche Tangente über die Curve hin- 
gleiten, so beschreibt jeder ihrer Punkte P auf der abwickelbaren 
Tangentenfläche eine Curve P, welche die sämmtlichen Tangenten 
unter rechten Winkeln schneidet. Berührt nämlich die Tangente im 
Punkte iüf , so geht sie zugleich durch einen folgenden , dem M un- 
endlich nahen Pun'kt M' der Curve. Soll sie nun in die Lag^der 
Tangente des Punktes M' gelangen, welche durch ]\f und den nächst- 
folgenden Punkt Df' geht, so muss sie sich in der Ebene beider Tan- 
genten, d. h. in der Schmiegungsebene der Curve im Punkte M.vixn 
den Punkt M' und zwar um den Contingenzwinkel dx drehen. Bei 
dieser Bewegung beschreibt der Punkt P einen unendlich kleinen 
Kreisbogen PP\ desse Mittelpunkt M' und dessen Radius M' P ist. 
Dieser Kreisbogen, welcher mit dem Bogenelemente der Curve P zu- 
sammenfällt, schneidet die Tangente ]\fP des Punktes M rechtwink- 
lig. Damit die bewegliche Gerade in die Lage einer dritten Tan- 
gente gelange , muss sie sich in der Schmiegungsebene des folgen- 
den Punktes lif um den Punkt M" drehen und dabei beschreibt der 
Punkt P' den Kreisbogen P' P" vom Radius M" P um den Punkt M" 
als Mittelpunkt und dieser Kreisbogen steht senkrecht auf der Tan- 
gente Dit' P' des Punktes M' u. s. f. 

Die Tangenten der Curve MM'M\., sind also Normalen der 
Curve />P'i>".... 

§. 2. Die Differenz zweier aufeinander folgender Radien dieser 
Kreisbogen, d. h. die Differenz der Entfernungen zweier aufeinander 
folgender Punkte P, P' der Curve P von den ihnen entsprechenden 

■m • ff , , * 

Punkten ikT, M der ursprünglichen Curve ist gleich dem zwischen- 
liegenden Bogenelemente dieser, nämlich 

M'P—M'P^M'M", 
ebenso 

M"'P"—3f'P'=3f'M''' 

u. s. f. 
*) Cf. Monge, Application de l'Analyse a la Geometrie, p. 416. 
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Es ändert sich folglich die Entfernung der entsprechenden Punkte 
beider Curven immer um das Bogenelement der Curve MM'M"»,, 
Durch Addition einer Reihe von Gleichungen der Art ergibt sich 
daher, dass die Differenz der Entfernungen irgend zweier Punkte 
P, Q der Curve P von den ihnen entsprechenden Punkten M^ N der 
Curve M gleich dem zwischenliegenden Bogen MN der letzteren 
Curve ist. 

Bewegt sich die Tangente so, dass die Entfernung ilfi> immer 
wächst, so nimmt sie ab, wenn sich diese im entgegengesetzten Sinne 
bewegt. Daher nähert sich dann der Punkt P immer mehr dem 
Punkte M und fallt auch an einer Stelle M^ mit ihm zusammen. 
Der Punkt M^^ ist derjenige, von welchem ab gerechnet der Bogen 
MqM gleich dem Radius MP des Punktes P ist. Im Punkte M^ 
schneidet die Curve P die Curve M nicht , berührt sie auch nicht, 
sondern bildet eine Spitze und biegt sich von dieser aus nach der 
andern Seite hin ab, um sich immer weiter und weiter von der Curve 
M zu entfernen. Da dies offenbar von allen Curven P und allen 
Punkten M gilt, so erhellt, dass die sämmtlichen Curven P au^der 
Tangentenfläche eine Schaar Linien bilden, welche mit der Curve M 
je einen Punkt gemein haben, von welchem aus sie nach entgegen- 
geset^en Seiten auf der Fläche ins Unendliche verlaufen. 

§. 3. Da die Differenz zweier Radien MP immer gleich der 
Länge des zwischenliegenden Bogens der Curve M ist, so ist der 
grössere von ihnen gleich der Summe des kleineren und dieses Bo- 
gens. Befestigt man daher im Berührungspunkte des grösseren Ra- 
dius eine biegsame Linie (einen Faden) von einer Länge gleich 
dieser Summe und biegt ihn allmählig so über die Curve M hin, dass 
das freie Ende immer die Richtung der Tangente an die Curve hat, 
so beschreibt der Endpunkt dieser Linie einen Theil der Curve P, 
Dasselbe geschieht in umgekehrtem Sinne, wenn man den Faden erst 
über die Curve M hinbiegt und darauf nach und nach so ablöst, dass 
das freie Endstück desselben immer Tangente an dieselbe bleibt. 
Weil bei diesem letzteren Vorgange die Curve M durch den Faden 
abgewickelt wird und die Curve P diese Abwickelung gewisser- 
maassen ausführt, so heisst die Curve P eine Evolvente oder auch 
zum Unterschiede von einer andern Art von Abwickelungscurven, 
eine Filair-Evolvente der Curve M. 

Eine Curve hat so viel Filar -Evolventen, als eine 
ihrer Tangenten Punkte hat; alle liegen auf der Tan- 
gentenfläche und schneiden die Tangenten sämmtlich 



i 
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unter rechten Winkeln. Sie bilden also das System der' 
orthogonalen Trajectorien der Tangenten. 

Die Tangentenfläche ist also zugleich die Evolventenfläche. 
Wickelt man sie ab, so gehen die Curve iüf und alle ihre Evolventen 
in ebene Curven über; die letzteren bleibfen aber auch dann noch 
Evolventen der ersteren. 

§. 4. Wir suchen jetzt den Contingenzwinkel einer Fi- 

lar - Evolvente. Es seien P, P\ P' (Fig. 5) drei Punkte einer 

p. 5 solchen, PM^ P M ^ P' M' die durch sie 

hindurch gehenden Tangenten der Curve 
M in den Punkten iftf , M\ M*' und also 
iJf', M" die beiden Punkte, aus welchen 
die Bogenelemente PP\ P P' beschrie- 
ben sind. Die Tangenten PT, PT in 
den Punkten P, P der Evolvente be- 
stimmen mit P M' auf einer um P' 
mit der Einheit als Hadius beschrie- 
benen Kugel ein unendlich schmales sphärisches Dreieck TTS^ 
in welchem die Seite TP den gesuchteUi Contingenzwinkel dr^, 
misst, während die beiden andern Seiten TS und TS die Winkel 

TP' S = ~ + rfr und T P S = -^ messen, wenn dx den Contipgenz- 

Winkel PM P im Punkte M vorstellt. Fällt man daher von der Ecke 
T' auf die gegenüberliegende Seite TS das Perpendikel T Q^ so 
wird wegen des verschwindenden Winkels S^ welcher den Winkel 

d(5 der SchmiegungsebenenP^tf'P' und PM"P" darstellt, SQ =r:= SP=^ 

mithin TQ = dx und P Q = da. Dadurch erhält man aus dem un- 
endlich kleinen rechtwinkligen Dreieck TP Q» 

rfTj2 = da^ + t/t2 

oder also in Folge des Lancret^schen Satzes 

dx^ = dk^ 
d. h. 

Der Contingenzwinkel im Punkte P einer Filar- 
Evolvente ist gleich-dem Winkel der ganzen Krüm- 
mung im entsprechenden Punkte M der gegebenen 
Curve. 

Dieser Satz leuchtet auch unmittelbar ein, wenn man bedenkt, 
dass die Normalebenen der Evolvente in P und P durch die Tan- 
genten der Curve M in M und M' hindurch gehen und da sie senk- 
recht auf den Tangenten P T und P P sind , auch senkrecht stehen 
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auf den beiden Schmiegungsebenen der Curve iüf, nämlich auf PM'P' 
und P' M" P'\ welche diese Tangenten PTxmdi P' T enthalten. Da- 
her sind diese Normalebeuen die rectificir enden Ebenen in ilf und M' 
und bilden also miteinander den Winkel dk'^ als Normalebenen der 
Curve P bilden sie aber auch einen Winkel gleich dem Contingenz- 
winkel dx^ dieser Curve, mithin ist dr^=i dk, 

§. 5. Der Winkel T^TQ des unendlich kleinen Dreiecks ist 
die Neigung i der Schmiegungsebene der Evolvente gegen die 
Schmiegungsebene der Curve M und mithin 



ig 



. do ds ^ ds Q 



dt 



dt da 



d. h.: 

Die Tangente der Neigung der Schmiegungsebene 
einer FUar - Evolvente gegen die Schmiegungsebene 
der primitiven Curve wird durch das Verhältniss des 
Krümmungshalbmessers zumSchmiegungshalbmesser 
der letzteren angegeben. 

§. 6. Ein Perpendikel von S auf T T misst die Neigung X der 
Tangente der Curve M gegen die Schmiegungsebene der Evolvente. 
Man erhält 



sin Izzzzsin f — + drj. sin % = sin i 



d.h. 

Die Neigung der Schmiegungsebene einer Filar- 

Evolvente gegen die Tangente der primitiven Curve 

ist gleich derNeigung der Schmiegungseb enen beider 

Curven gegeneinander. 

§. 7. Auch der Schmiegungswinkel d6y der Evolvente kann 

leicht gefunden werden. 'Es bildet nämlich 

(Fig.6) die Schmiegungsebene des Punktes 

M mit der Schmiegungsebene des Punktes 

P den Winkel r T5 = i und folglich die 
Schmiegungsebene des folgenden Punktes 

M' mit der Schmiegungsebene von P' den 

Winkel T" TS=i + di; mit der ersten 

Schmiegungsebene (von P) bildet aber die 

Schmiegungsebene von M" den Aussenwin- 

kel iTS des Dreiecks T'TS. Die Differenz 

beider Winkel t' T' S und r 2^5 ist der 

gesuchte Schmiegungswinkel , nämlich 

dCy^ = r" J'5 — T r'5f = i+di — T TS. 
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Nun ist aber, wie leicht zu sehen*), wenn wieder TQ das Per- 
pendikel von T auf TS vorstellt 

TrS= T'TS—f^ — Qrs\ = I — ^1 - QTS\ 

und daher 

d6,=di+(^^ — QTSy 

oder weil aus dem Dreiecke Q T'S folgt 



n 



Cos TS = Cofg T'S . ig. TQ = Colg -. da = 0^ 



mith 



ird: 



ithin OrS=^ wi 

da^ =di . 

d. h.: 

Der Schmiegungswinkel einer Filarevol ven te ist 
das Increment des Wink eis, unter welchem dieSchmie- 
gungsebene der Evolvente gegen die Schmiegungs- 
^bene der primitiven Curve geneigt ist. 

Aus der Gleichung 



folgt daher 



^ . da 

^ dt 



*) Bedeutet nämlich /\ den Inhalt. des sphärischen Dreiecks ABC und 
A den Nebenwinkel von A , so ist 




mithin 



A + Äx=.n 



n 



A' -^3+0-^(2 A^ + n). 



Fällt man nun von A auf die gegenüberliegende Seite 
BC das Perpendikel AP, so ist für den Fall, dass Win- 
kel C und seine Gegenseite e unendlich klein werden, 
das Dreieck ABP selbst unendlich klein und sein In- 
halt wegen AP = sin c, sin B und tg BP = ig c. Cos B von der Ordnung 
c^, mithin unendlich klein in der zweiten Ordnung, wenn r als von der er- 
sten Ordnung gilt, daher kann der Inhalt /\' des rechtwinkligen 'Dreiecks 
APC den Inhalt /\ des Dreiecks ABC vertreten. Nun ist aber für dieses, 
wenn Winkel PAC=-u gesetzt wird 

« + | + ^-2A' = 27r 

und folglich, wenn man Meraus den Werth für 2 A' entnimmt und für 2 A 
in die vorige Gleichung einführt: 
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da^ =z 



da 
dt 



1 + 



[dr) 



."■(ny-^Cff)»?"© 



§ 8. Bezeichnet man die Länge MP mit j», so ist das Bogen 
element PP' = ds^ , gegeben durch die Gleichung 

ds^ = p. dr 
und der Krümmungshalbmesser der Evolvente 

dSi dt ^ - ' R 

Hieraus folgt, dass die Krümmungshalbmesser der Filarevol- 
venten in den Punkten, in welchen sie dieselbe Tangente der primi- 
tiven Curve schneiden , um so grösser sind, je weiter diese Punkte 
voH der Curve M abstehen. Die Evolventen werden mithin um so 
flacher, je weiter sie sich auf der Tangentenfläche von der Curve 
entfernen. 

Aus der Gleichung Q=p , Cos i folgt, dass q die Projection von 
p auf die Schmiegungsebene von P oder, was dasselbe ist, dass der 
Punkt M' (oder in der Grenze M^ in einem im Krümmungsmittel- 
punkte auf der Schmiegungsebene der Curve P errichteten Perpen- 
dikel liegt. . Dies Perpendikel ist die Krümmungsaxe im Punkte P 
für die Curve P und daher also der Satz : # 

Die primitive Curve M liegt auf der Fläche der 
Krümmungsaxep der Filarevolvente. 

Man sieht auch leicht noch den folgenden: 

Die sämmtlichen Fila'r evolyenten haben eine ge.- 
meinschaftliche Fläch e der Krümmungsaxen, unddiese 
geht durch die primitive Curve hindurch. 

• Da diese Fläche von den Normalebenen der Curve P erzeugt 
wird und diese die rectificirenden Ebenen der Curve M sind, so folgt 
noch der weitere Satz : 

Die Fläche der Krümmungsaxen der Filar evol ven- 
ten ist die rectificirende Fläche der primitiven Curve. 

§. 9. •Die Filarevolenten bilden das eine System von Krüm- 
mungslinien auf der Fläche der Tangenten , nämlich das System der 
Linien stärkster Krümmung, da sie senkrecht sinS zu dem System 
der geraden Erzeugungslinien der Fläche^.: welche das System der 
Linien schwächster Krümmung bilden. Daher schneiden sich die 
Normalen der Tangentenfläche längs einer Filarevolvente und bilden 
eine abwickelbare Fläche. Diese Normalen sind aber nicht die 
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Haiiptnormalen der Evolvente, weil deren Scbmiegnngsebene nicht 
senkrecht steht auf der Schmiegungsebene der primitiven Curve, 
sondern mit ihr den Winkel i bildet , der nie :^= 90^* werden kann, 

da/^t = ^ ist, also <7t = d.h. die Curve eine Gerade werden 

müsste, wenn dieser Fall eintreten sollte. Solcher abwickelbaren 
Normalflächen giebt es so viele, als es Evolventen giebt; ihre Grat- 
linien bilden eine Fläche , welche der Ort der Krtimmungsmittel- 
punkte der ebenen Normalschnitte der Tangentenfläche ist. Alle 
diese Gratlinien haben zum Contingenzwinkel den Schmiegungs- 
winkel der primitiven Curve, da ihre Tangenten senkrecht zu den 
Schmiegungsebenen dieser sind und zum Schiniegungswinkel deren 
Contingenzwinkel, da ihre Schmiegungsebenen senkrecht zu den Tan- 
genten der primitiven Curve sind. Sie sind also im Sinne von Cap.II. 
§. 8 reciproke Curven dieser. 



§. 10. Lässt man eine Ebene so an einer Curve hingleiten, dass 
sie immer Schmiegungsebene derselben bleibt, so besehreibt jeder 
ihrer Punkte P eine gewisse Curve, welche die Schmiegungsebenen 
sämmtlich unter rechten Winkeln schneidet. Denn wenn die beweg- 
liche Ebene die Lage der Schmiegungsebene des Punktes M hat, so 
geht sie iroch durch zwei folgende Punkte M'^ M" ] soll sie nun in 
die Lage der Schmiegungsebene des folgenden Punktes M' gelangen, 
welche durch M\ M'\ M'" geht, so muss sie sich um die gemein- 
schaftliche Durchschnittslinie beider Ebenen, nämlich um die Tan- 
gente iJf'i^f' des Punktes iJf' und zwar um den Schmiegungswinkel 
d<s des Punktes M drehen. Bei dieser Bewegung beschreibt der 
Punkt P den unendlich kleinen Kreisbogen PP um einen gewissen 
Punkt C in dieser Tangente, den man erhält, wenn man von P oder 
P auf die Tangente ein Perpendikel PC=^P C fällt. Die Ebene 
PCP dieses Kreisbogens steht senkrecht auf der Tangente M' M" 
und mithin auch auf der Schmiegungsebene MM' M" des Punktes M^ 
welche durch diese Tangente hindurch geht und das Bogenelement 
PP ist senkrecht zum Radius PC^ mithin ebenfalls seifkrecht zur 
Schmiegungsebene, d. h. die Sehmiegungsebene ist die Normalebene 
im Punkte P, Soll die bewegliche Ebene in die Lage der Schmie- 
gungsebene der Punkte M'\ M'\ N'^, ... gelangen, so muss sie sich 
nach und nach um die Tangenten dieser Punkte drehen , der Punkt 
P beschreibt alsdann die Bogenelemente PP'\ P"P'\ P"P^^^ . . . um 
die Punkte C, C\ C"', ... in jenen Tangenten und die Schmiegungs- 
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ebenen der Punkte iHf, ^', M"\ . , . sind die Normalebenen der Curve 
P in den Punkten P\ />", P",. ... 

Hieraus erhellt, dass die Curve P die Schmiegungsebe- 
nen der Curve M rechtwinklig schneidet, dass die 
Punkte C, aus welchen ihre Bogenelemente als Kreis- 
bogen beschrieben wurden, ihre Krümmungsmittel- 
punkte und die Radien dieser Kreisbogen, nämlich die 
Perpendikel PC ihre Hauptnormalen und Krümmungs- 
halbmessersind; ferner dass die Winkel PCP\ welche auch 
vonden Tangenten in P und P' gebildetwerden, d. h. die 
Contingenz Winkel der Curve P gleich den Schmie- 
gungswinkeln da der Curve M sind, dass die Schmie- 
gungswinkel der Curve P gleich den Contingenzwin- 
kein dz der Curve iJf sind, weil die Schmiegungsebenen, wie 
PCP senkrecht auf den Tangenten dieser Curve stehen, sowie end- 
lich, dass die Krümmungsaxen der Curve P identisch 
mit den Tangenten von iKf sind.. 

§.11. Die CurvenPheissen Plane volventQn der Curve iJf*), 
da die Curve M bei ihrer Erzeugung gewissermaassen durch die 
bewegliche Schmiegungsebene abgewickelt wird. Eine Curve hat 
so viele Planevolventen, als Punkte in einer ihrer Schmiegungs- 
ebenen sind f alle zusammen bilden das System der orthogonalen 
Trajectorien der Schmiegungsebenen. Eine Planevolvente 
kann aber niemals zugleich Filarevolvente und eine 
Filarevolvente niemals zugleich Plänevolvente sein. 
Denn die Punkte einer Filarevolvente liegen in den Tangenten. 
Nimmt man nun auch einen Punkt in einejr Tangente an , so gelangt 
diese Tangente durch Drehung der Schmiegungsebene um die fol- 
gende Tangente nicht in die Lage dieser, also jener Punkt aucb 
nicht auf die zweite Tangente, was für die Erzeugung einer Filar- 
evolvente erforderlich ist. Ebemso gelangt der Punkt, einer Filar- 
. evqlvente während er deren Bogenelement beschreibt nicht in die fol- 
gende Schmiegungsebene, sondern bleibt in der ersten Schmiegungs- 
ebene , kann also diese erste Schmiegungsebene nicht rechtwinklig 
schneiden, was zur Erzeugung einer Planevolyente nothwendig ist. 



*) Cf. Lancret a. a. O. p. 417. 
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Cap. IV. 
Die Fläche der Krümmungsaxen und die Evoluten. 



§. 1. Die Normalebenen einer Reihe aufeinanderfolgender 

Punkte M, M\ M'\ einer Curve schneiden sich nach Cap. I, §. 7 

in einer Folge Gerader Ar, k\ Ar", .. . , welche auf den Schmiegungs- 
ebenen dieser Punkte in den Krümmungsmittelpunkten C, (/, C" . . . 
derselben senkrecht stehen und die Krümmungsaxen heisen. Diese 
schneiden sich selbst aufeinanderfolgend in den Punkten K, K\ K*\ . . . 
der Gratlinie der Fläche der Krümmungsaxen, deren Erzeugungs- 
linien sie sind, und berühren in ihnen diese Curve K, Die Normal- 
ebenen der Punkte M sind Tangentenebenen dieser Fläche längs den 
Krümmungsaxen k und Schmiegungsebenen in den Punkten K der 
Gfatlinie, in denen diese von den Krümmungsaxen berührt wird. 

Der Krümmungsmittelpunkt C steht von drei aufeinander fol- 
genden Punkten M^ M\ M" gleichweit ab. Aus ihm können daher 
die beiden Bogenelemente MM\ M' M" beschrieben werden, sobald 
die Schmiegungsebene von M gegeben ist. Da die Krümmungsaxe 
im Mittelpunkt des Krümmungskreises auf dessen Ebene senkrecht 
steht, so ist jeder ihrer Punkte G Mittelpunkt eines geraden Kegels, 
dßssen Fläche durch den Krümmungskreis geht und daher steht die- 
ser Punkt von allen 'Punkten des Krümmungskreises, insbesondere 
also auch von den drei Punkten M^ M\ M" gleich weit ab, welche 
dieser mit der Curve gemein hat. Daher können auch aus G mit 
GM als Radius die beiden Elemente MM\ it/'it/" beschrieben wer- 
den. Bei dieser Beschreibung dreht sich die Ebene des rechtwink- 
ligen Dreiecks GCM um die Krümmungsaxe um, seine Hypotenuse 
GM beschreibt zwei Elemente jenei* Kegelfläche, seine Kathete ein 
unendlich kleines Stück der Schmiegungsebene. Ist die Schmiegungs- . 
ebene nicht gegeben , so kann der beschreibende Punkt M dadurch 
genothigt werden, sich in ihr zu bewegen, dass man auf der Krüm- 
mungsaxe ausser G noch einen zweiten Punkt G' annimmt und das 
Dreieck GMG' sich um die Krümmungsaxe umdrehfen lässt, während 
seine Seiten unveränderlich bleiben. 

•§. 2. Die Krümmungsaxe k ist der Durchschnitt der Normal- 
ebenen der Punkte iüf und M\ die folgende Krümmungsaxe Ar' ebenso 
der Durchschnitt der Normalebenen von M' und M"'^ beide Krüm- 
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mitngsaxen liegen 'in der Normalebene des PnnkteB M'. Zieht man 
daher in dieser Nuimalebene von M' nach irgend einem Pnnkt G der ' 
Xrilmmiingsaxe k die Gerade M' G, so trifft sie die folgende Krüm- 
mungsaxe k' in einem Punkte G';. zieht man hierauf in der Normal- 
ebene des folgenden Punktes M" die Gerade M" G\ so trifft sie ebenso 
die Krilmmungsaxe k" in einem Punkte G". Ebenso schneidet M'" G" 
die Krilmmungsaxe Ic ' m-G' u. s. f. Hierdurch erhält man auf der 
Fläche der Krilmmungsaxe eine Curve GG'G" ...,, deren Tangenten 
M' G, M"G', M'" G" durch die Punkte der Curve M hindurch gehen 
nnd die Tangenten dieser, da sie in deren Normalebenen liegen, 
rechtwinklig schneiden. Daher ist die Cnrve M nach Oap. III, §. 3 
Filarevolvente der Curve G und wird also von dem Punkte M 
• beweglichen Geraden beschrieben, welche über die Curve G 
ingleitet nnd sie fortwährend berührt. Die Curve G heisst, weil sie 
durch dip Curve ^ gefvissermassen abgewickelt wird, eine Evolute 
(Filare Volute) der Curve M. 

%. 3- Die Ebene M' GM" ist die Schmiegnngsebene der Evolute 
im Punkte G; da sie durch die Tangente dftr Curve M geht, so steht 
Fig. 7. 




sie senkrecht auf deren Normalebene oder was dasselbe ist auf der 
Tangentenebene der Fläche 3er Ktümmnngsaxen oder der Schmie- 
■ gungsebene von deren Gratlinie K. Daher ist die Normaleberfe 

3* 
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vonJIfdie rectificirendeEbene der Ev'olute und folg- 
lich die Fläche der Krtimmmungsaxen ihre rectifici- 
rende Fläche. Wickelt man die Fläche der Krümmungsaxen und 
zugleich die Evolute ab, indem man jede Normalebene der Curve M 
um die Krümmungsaxe dreht, bis sie mit der folgenden Normalebene 
zusammenfällt, so fällt bei diesem Vorgange jede Tangente der 
Evolute mit der folgenden Tangente zusammen, weil der beschrei- 
^ bende Punkt M nach und nach mit allen Punkten der Curve il/coin- 
cidirt, daher fallen schliesslich alle Tangenten der Evolute in eine 
Gerade^ zusammen, in welche die Evolute selbst übergeht und welche 
auf der abgewickelten Fläche der Krümmungsaxen liegt. Hieraus 
folgt, das 8 die Evolute eine kürzeste Linie auf der Fläche 
der Krümmungsaxen ist*). (S. Cap. II, §. 2.) 



*) Die kürzesten Linien auf krummen Flächen besitzen allgemein die 
Eigenschaft, dass ihre Schmiegungsebenen durch die Normalen 
d«^ Fläche gehen, also Normalebenen der Fläche sind. Um 
diese Eigenschaft elementar zu beweisen, betrachte man zunächst irgend 
zwei Ebenen, E, E! ^ welche sich in einer Geraden d schneiden und nehme 
in ihnen zwei Punkte A^ Ä an. Zieht man von A nach einem Punkt C 
der Durchschnittslinie d und von da nach Ä gerade Linien, so sieht man 
leicht, dass die Summe AC'\' ÄC am kleinsten wird, wenn man den Punkt 
C so wählt, dass die Winkel, welche AC und ÄC mit den entgegenge- 
setzten Richtungen von d bilden, gleich oder was dasselbe ist, die Winkel, 
welche sie mit derselben Richtung von d bilden, sich zu 180<* ergänzen. 
Denn dreht man die eine von beiden Ebenen (iE') um ihre Dnrchschnitts- 
linie d so lange um , bis ihr Winkel verschwindet und zwar nach der Rich- 
tung, dass alsdann A und A' auf entgegengesetzten Seiten der Durcli- 
schnitrslinie in der festen Ebene liegen, so bleiben dabei die Strecken AC 
und A'C unverändert, also auch ihre Summe; diese aber ist am kleinsten, 
wenn A C und ÄC in eine gerade Linie fallen. Gesetzt nun es war der 
Winkel beider Ebenen unendlich klein, so beschreibt der Punkt A\ wenn 
man die Ebene ^ durch Drehung um diesen unendlich kleinen Winkel in 
ihre ursprüngliche Lage zurückbringt, einen unendlich kleinen Kreisbogen 
ÄA'\ um einen Punkt in der Geraden d, den man findet, indem man von 
A' ein Perpendikel auf d fällt. Die Ebene dieses Kreisbogens steht senk- 
recht auf der Rotationsaxe d und da die Tangente derselben auf dem Ra- 
dius senkrecht steht, so steht diese Linie senkrecht auf der ^bene i^ und 
ist also parallel der Normalen , die man in A auf die Ebene E errichten 
kann. Da die Tangente aber die Richtung des unendlich kleinen' Kreisbo- 
gens hat, so fällt sie in die Ebene ÄC Ä' oder also in die Ebene der Ge- 
raden AC^ CA', In diese Ebene fällt also auch die in A errichtete Nor- 
male der Fläche E, Sind nun die -Ebenen E , Fi zwei Tangentenebeneu 
einer krummen Fläche in zwei unendlich nahen Punkten, so geht die Nor- 
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§. 4. Die Gerade M'Gy welche wir zuerst zogen und welche 
die Anfangstangente der ^Evolute bildete,» war nach einem beliebi- 
gen Punkte G der Krtimmungsaxe gerichtet; sobald sie aber con- 
struirt war, war damit auch der weitere Verlauf der Evolute voll- 
ständig bestimmt. Hieraus folgt, dass jede Curve unendlich viele 
Evoluten hat, welche auf der Fläche der Krümmungsaxen liegen. 
Zugleich ist aus Cap. TU, §. 8 klar, dass es keine Evolute geben 
kann, welche nicht auf dieser Fläche läge. Daher also der Satz: 

Die Fläche der Krümmungsaxen der Curve M ist 
der Ort aller Evoluten dieser Curve, sowie die Tangen- 
tenfläche der Ort aller ihrer Evolventen ist. Daher heisst 
sie auch die Evoluten fläche der Curve. 

Durch jeden Punkt der Evolutenfläche gibt es 
eine, aber hur eine einzige Evolute. Denn legt man durch 
diesen Punkt die Tangentenebene an die Evolutenfläche, so schnei- 
det sie die Curve M in einem Punkte, in welchem sie Normalebene 
dieser Curve ist. Verbindet man diesen Punkt mit jenem , so is^die 
Verbindungslinie die Anfangstangente der Evolute, welche durch 
jenen Punkt hindurch geht. Diese Evolute ist aber durch ihre An- 
fangstangente , vollständig und unzweideutig bestimmt. 

§. 5. Auf der, Fläche der Krümmungsaxen liegen auch die Cur- 
ven IC und C, die Gratlinie der Fläche und die Curve der Kvüm- 
mungsmittelpunkte. Keine von beiden ist eine Evolute. Damit näm- 
lieh eine Curve dieser Fläche Evolute einer andern Curve M sei, 
müssen ihre Tangenten in den Normalebenen dieser liegen und die 
Curve M schneiden. Die erste dieser Bedingungen ist zwar für 
jede der beiden Curven erfüllt, nicht aber die zweite. Denn die 
Tangenten der Curve IC sind die Krümmungsaxen und diese liegen 
in den Normalebenen der Curve M, gehen aber durch die Krüm- 
mungsmittelpunkte und nicht durch die Punkte der Curve selbst. 
Die Tangenten der Curve C sind die Verbindungslinien der aufeinander 
folgenden Krümmungsmittelpunkte C, C', Cf\ ,.. und da diese Punkte 
in den Krümmungsaxen liegen und je zwei aufeinander folgende 
Krümmungsaxen in je eine Normalebene der Curve M fallen, so 
liefen auch die Tangenten dieser Curve in den Normalebenen von 



male von j^ in ^ in die Normale der Fläche und die Ebene A^CA" in die 

* 

Schmiegnngsebene einer kürzesten Linie zwischen zwei unendlich nahen 
Punkten über. Die kürzeste Linie zwischen zwei endlich entfernten Punk- 
ten muss aber ihren Charakter zwischen allen ihren Punkten, also auch 
zwischen unendlich nahen Punkten bewahren und daher folgt der obige Satz. 
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M. Allein sie geben nicht durch die Punkte dieser Curve selbst, 
weil sie sonst i^it den Hauptnor malen zusammenfallen müssten, die 
sieb nicht schneiden und also auch nicht Tangenten an eine Curve 
sein können. Nur dann, wenn die Curve M eben ist, schneiden sich 
die Hauptnormalen und berühren die Curve C. Nur dann also ist 
diese Curve eine Evolute , und zwar diejenige , welche in der Ebene 
der Curve selbst liegt. 

In Bezug auf die Curve K ist aber die Curve M eine Planevol- 
vente (Cap. III, §. ll). Wenn nämlich ihre 'Schmiegungsebene an 
ihr hingleitet, so beschreibt einer ihrer Punkte die Curve Af , weil 
diese Curve die sämmtlichen Schmiegungsebenen rechtwinklig schnei- 
det. Daher kann die Curve AT in diesem Sinne eine Planevolute 
der Curve M genannt werden , zum Unterschiede von allen andern 
Evoluten derselben, welche Filarevoluten sind. 

§. 6. Ist die Curve M eben , so ist ihre Evolutenfläche nach 
Cap. I, §. 11 ein Cylinder, dessien Erzeugnngslinien senkrecht zur 
Ehßne der Curve sind. Sie hat dann eine ebene Evolute , nämlich 
die Curve der Krümmungsmittelpunkte, welche der Durchschnitt des 
Cylinders mit ihrer Ebene ist. Alle andern Evoluten sind Curven 
doppelter Krümmung. 

Ist die Curve sphärisch, so ist ihre Evolutenflache ein Kegel, 
dessen Mittelpunkt in den Kugelmittelpunkt fallt. Keine ihrer Ev.o- 
luten ist eben. 

Ist die Curve weder eben noch sphärisch; so ist die Evoluten- 
fläche eine allgemeine abwickelbare Fläche. Eine Cylinderfläche 
kann nur für ebene, eine Kegelfläche nur für sphärische Curven 
Evolutenfläche seiiu In besonders aui^gezeichneten Punkten kann^ 
aber eine Curve ebene oder sphärische Beschaffenheit hayben ; ist dies 
der Fall , so spricht sich diese Eigenschaft in der Natur ihrer Evo- 
lutenfläche aus. 

§. 7. Bei der Abwickelung der Evolute beschreibt ein gewisser 
Punkt ihrer Tangente (des Fadens) die Curve M, Um die Bewegung 
des Fadens zu reguliren, wickelt Monge gleichzeitig zwei Evoluten 
ab *) , der Durchschnitt ihrer Tangenten (der Knoten , in welchem 
die Fäden verknüpft sind) beschreibt die Curve. Ist also die Evo- 
lutenflache gegeben, so kann man einen Punkt mechanisch nöthigen, 
die Curve M zu beschreiben, indem man zwei Fäden frei über die 
Fläche hinspannt und sie in einen Knoten zusammenbindet. 



*) Cf. Monge, Appliation etc. p. 415. 
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Bei der Abwickelung einer Evolute beschreiben alle Punkte der 
beweglichen Tangente parallele durven und für die ganze Schaar 
derselben ist die Evolute gemeinschaftlich. Alle diese Curven können 
auch durch Abwickelung jeder andern Evolute auf der Evolutenfläche 
erzeugt werden. Aber jede Evolute liefert eine solche Schaar Paral- 
lelcurven. Daher ist jede abwickelbare Fläche der Ort der 
Evoluten einer Doppelschaar paralleler Curven. Sie 
erftillen zusammen den äusseren Kaum dieser Fläche; 
in den Innern Raum dieser dringt keine von ihnen ein. 

§. 8. Alle Evoluten ein und derselben Curve M unterscheiden 
sich durch die Lage der Tangente M' G von einander. Die Lage 
dieser Geraden ist durch den Winkel GM' C (Fig.8), den sie mit der 
Schmiegungsebene des Punktes M oder, was dasselbe ist, mit dem 
Krümmungshalbmesser MC (oder M' C) bildet, oder auch durch des- 
seA Complement, nämlich den Winkel M'GC = d' den sie mit der 
Krümmungsaxe des Punktes M bildet, bestimmt, wenn noch die Seite 
der Schmiegungsebene von M bekannt ist, auf welcher G liegt. Ist 
letztere nicht bestimmt, so gibt es zwei Evoluten, deren Tangenten 
M'Gy M'g^ die Krümmungsaxe auf entgegengesetzten Seiten der 
Schmiegungsebene in gleichem Abstand vom Krümmungsmittelpunkte 
unter demselben Winkel Q' schneiden. 

Die Evoluten sind daher um die Curve der Krümmungsmittel- 
punkte symmetrisch gruppirt, so dass sie paarweise rechts und links 



von dieser mit derselben Krüm- 
mungsaxe gleiche Winkel bilden. 

§. 9. Um zu sehen, wie der 
Winkel %^ = M'GC sich ändert, 
welchen die Evolute mit der Krijm- 
mungsaxe bildet, hat man Win- 
kel M" G'C' = ^ + dd'. Da aber 
dieElrümmungsaxeC'ür' Axe eines 
geraden Kegels ist, (§. l) dessen 
Mittelpunkt C'istund welcher durch 
die drei Punkte M\ M'\ M" geht, 
so\siM'G'(f:=:^M"G'(f=%' + d^, 
mithin die gesuchte Aenderung 

d» = M'G'C' — M'GC, ' 

Aus dem Dreieck G KG' folgt aber, 
dass diese Differenz gleich dem 



Fig. 8. 
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Winkel GKG ist, den die beiden Krümmungsaxen CKxmüC'K' mit 
einander bilden. Dieser ist aber der Schmiegungswinkel diS der 
Curve itf, daher ist also 

dO = da 
d. h. 

Die Äenderung des Winkels &^ welchen eine Evo- 
lute mit der Krümmnngsaxe bildet, ist gleich dem 
Schmiegungswinkel da der primitiven Curve. 

Ist die Curve eben, so ist J<y == d'Ö' == 0; in diesem Falle ist die 
Evolutenfläche ein Cylinder und es bildet die Evolute mit dessen 
Erzeugungslinien einen constanten Winkel. Eine Curve, welche auf 
einem Cylinder liegt und dessen Erzeugungslinien unter constantem 
Winkel schneidet, heisst eine Helix oder Schneckenlinie oder auch 
Schraubenlinie des Cylinders. Die Evoluten ebener Curven sind also 
sämmtlich Helixe. 

. Da der Winkel v' immer um den Schmiegungswinkel dö zu - oder 

abnimmt, so folgt, dass er einmal den Werth -^ erreicht. Tritt dies 

ein ,. so steht die Tangente der Evolute- senkrecht auf der Krüm- 
mungsaxe und fällt mit dem Krümmungshalbmesser zusammen. Hier- 
aus erkennt man, dass jede Evolute während ihres Verlaufes mit der 
Curve der Krtimmungsmittelpunkte wenigstens einmal einen Punkt 
gemein hat und dass sie von dem betreffenden Krümmungshalbmes- 
ser in diesem Punkte berührt wird. Da aber der Krümmungshalb- 
messer die Curve der Krümmuugsmittelpunkte nicht berührt, sondern 
schneidet, so folgt, dass die Evolute in diesem Punkte die Curve der 
Krümmungsmittelpunkte schneidet. 

In ähnlicher Weise zeigt man, dass jede Evolute die Curve K 
wenigstens einmal schneiden muss. 

§. 10. Um den Contingenzwinkel dx^ einer Evolute zu finden, 
betrachten wir das Dreieck M' G' M'\ welches von MGM' nur un- 
endlich wenig verschieden ist. In demselben ist M' G' M" T=dx^^ 
M' M" = ds, mithin, wenn wir M G' :== MG = e setzen. 



mithin 



sdT2 = ds 



, ds 

ar« = — 



Andererseits folgt aber aus dem Dreieck M GC^ in welchem 

M" C = q ist, 

. f. ds 
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eliminirt man hieraus € und q , so kommt 

d.h. 

Der Contingenzwinkel einer Evolute ist gleich 
dem Produkte aus dem Contingenzwinkel der primiti- 
ven Curve in den Sinus des Winkels, welchen die Tan- 
gente der Evolute mit der Krümmungsaxe bildet. 

Def Contingenzwinkel der Evolute ist daher nie grösser als der 
Contingenzwinkel der primitiven Curve. Im Durchschnittspunkte 
der Evolute mit der Curve der Krümmungsmittelpunkte erreicht dtj 
sein Maximum dt, 

§. 11. Um den Schmiegungswinkel dcTj und den Winkel der 
ganzen Krümmung dk2 einer Evolute zu finden, bedenken wir, dass 
die Evolutenfläche die rectificirende Fläche der Evolute ist, mithin 
ist der Winkel d^j, den zwei Hauptnormalen der Evolute bilden^ 
gleich dem Winkel zweier Tangentenebenen dieser rectificirenden 
Fläche, da sie senkrecht zu diesen Hauptnormalen sind. Diese Tan- 
gentenebenen sind aber Normalebejien der primitiven Curvß und ihr 
Winkel also dt. Daher ist JAtj = dv. Nach dem Lancret'schen 
Satze muss aber dArj^ = rftg^ + da2^ sein und da dtj c= dr . sinß' in 
§. 10 gefunden ist, so wird 

d62 =^dt . Cos^ 
dk^ = dx 
d.h. 

'Der Schmiegungswinkel der Evolute ist gleich 
dem Produkt aus dem Contingenzwinkel der primitiven 
Curve in den Cosinus der Neigung ihrer Tangente ge- 
gen die Krümmungsaxe, und: 

Der Winkel der ganzen Krümmung der Evolute ist 
gleich dem Contingenzwinkel der primitiven Curve. 

Man kann diese Sätze auch aus den Sätzen Cap. ITI, §i 5 — 8 
ableiten. Betrachtet man dort die Curve P als primitiv , so ist die 
Curve M eine ihrer Evoluten und da der Winkel i der Neigungswin- 
kel der Schmiegungsebene der Curve Tüf gegen die Schmiegungsebene 
von P ist, so ist i auch der Winkel, welchen die Tangente von M 
mit dem Krümmungshalbmesser von P bildet, weil die Ebene dieser 
beiden Linien als Normalebene von P auf der Tangente von P, in 
welcher sich die beiden Schmiegungsebenen schneiden, senkrecht 
steht. Daher ist i das Complement des Winkels O, welchen die 
Evolute M mit der Krümmungsaxe des Punktos P bildet. In dem 
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nnendlich kleinen Dreieck f TQ sind nun: TT der Contingenzwin- 
kel rffj, der Curve P, den wir hier mit dz bezeichnen, 'f Qz= dßy der 
Schmiegungswinkel von ilf, den wir-bier als Scbmiegungswinkel der 
Evolute, dcTj nennen und TQs=dr, wofür wir jetzt dr2 schreiben 
müssen, der Contingenzwinkel von M. Aus den dortigen Relationen 
findet man daher 

rftj : da^ : dk2 = sin ^ : Cos d- : l 

dk.y = dt 
mithin auch 

dr^ ^= dt , sind" 

d(S2 = ^^ . Cos&, • I 

§. 12. Das Bogenelement GG'=ds.t der Evolute folgt aus dem 
Dreieck KGG' (Fig. 8). Man hat nämlich . 

GG' : KG = sin da : sin (^ + da) 

inithin, wenn man den Abstand des Punktes G der Evolute vom 
Punkte der Curve K mit e bezeichnet und abkürzt • 

, da 

dSo = f. -7-^' 

^ sin ^ 

Mit Hülfe desselben und der im vorigen §. gefundenen drei 

Krümmungswinkel c/Tj, rfcTj, ^^^o fii^^et man die Radien der drei 

Krümmungen : 

s da Q 

'^ sin^d" dz ' rsin^d" 

s da Q 



'^ sin d" cos ^ dz ' rsind" cos d" 

p g da Q 



^ sind" dz ' rsinO" 

Man sieht hieraus, dass diese drei Radien mit e gleichzeitig wachsen. 
Eliminirt man ^ , so ergibt sich noch : 

£ = — . ^ 

und durch Elimination von e: 

^2 sin «ö" + rj C05 «ö" = 2 R^- 
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Cap. V. 

Die Schmiegungskugel und der gerade Schmiegungs- 

kegeL 



§ l. Jeder Punkt der Krümmungsaxe k steht von drei auf- 
einanderfolgenden Punkten iü/, M\ M" der Cur^e gleichweit ab, und 
ist daher Mittelpunkt einer Kugel, welche durch diese drei Punkte 
geht und folglich die Curve in der zweiten Ordnung berührt. Die 
Krümmungsaxe ist daher der Ort für die Mittelpunkte 
der Schaar Kug'eln, welche die Curve in der zweiten 
Ordnung berührt^ Auf jeder von diesen liegt der Krümmungs- 
kreis, er ist daher der gemeinsame Durchschnitt aller dieser Kugeln. 
Unter ihnen giebt es drei ausgezeichnete, nämlich l) die kleinste 
von ihnen; ihr Mittelpunkt und Radius sind der Krümmungsmittel - 
punkt und Krümmungshalbmesser, denn von allen Punkten der Krüm- 
mungsaxe hat der Krümmungsmittelpunkt den kürzesten Abstand 
von der Curve; 2) die grösste, nämlich die Schmiegungsebene, welche 
einem unendlich grossen Radius entspricht und den unendlich fer- 
nen Punkt der Krümmungsaxe zum Mittelpunkt hat und 3) eine Ku- 
gel, deren Mittelpunkt im Durchschnitt K der Krümmungsaxe k mit 
der folgenden Krümmungsaxe U liegt. Weil dieser Punkt in der 
Krümmungsaxe fliegt, so geht die Kugel durch die Punkte M^ if/', M' und 
weil er der Krümmungsaxe Ar' angehört, durch die Punkte ^ ^M\M"' , 
Diese Kugel hat daher vier aufeinanderfolgende Punkte iI!f,iJ/',ifcr",^'" 
mit der Curve gemein und berührt sie inniger, als alle anderen, überhaupt 
so innig als eine Kugel berühren kann, da dieselbe durch vier Punkte 
bestimmt ist, nämlich in der dritten Ordnung. Wir nennen sie die 
Schmiegungskugel der Curve im Punkte ^/. Auf ihr liegen die 
Krümmungskfeise zweier aufeinanderfolgenderPunkte^/, ifcTder Curve. 

Der Ort der Mittelpunkte aller 
Schmiegungskugeln der Curve M 
ist die Gratlinie A^der Fläche der 
Krümmungsaxe n. 

§. 2. Um den Radius KM = KM'=B 
(Fig. 9) der Schmiegungskugel und seine 
Neigung KMC = KM'C= KM''C=(i ge- 
gen die Schmiegungsebene zu bestimmen, 
stelle die Ebene der Figur M'CCf K die 



Fig. 9. 
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Normalebene des Punktes M' dar. In ihr liegen die beiden Krüm- 
mungsaxen C K^ Cf Ky welche mit einander den Schmiegungs win- 
ke! d(S bilden, die Hauptnormale ßfCf von M* und ihre Projection 
MC auf die Schmiegungsebene von M, welche beide Linien die 
Krümmungsaxen in den Krümmungsmittelpunkten C, C der Punkte 
M\ M treffen und mit einander gleichfalls den Winkel da bilden 
und. der Winkel ICM'C = fi. Ist Q der Durchschnitt der Krüm- 
mungsaxe CIC mit der Hauptnormalen M'(f^ so folgt, weil das recht- 
winklige Dreieck M' CQ unendlich schmal ist, M' Q=]\f C^=MC^=q 
und da M* Cf=Q-\' dq ist, so wird Q(f=dQ, In dem Dreieck J{ Q (f 
ist ferner ICQ . da = Q(f und folglich in der Grenze, wenn wir den 
Abstand jfiTC des Mittelpunktes der Schmiegungskugel von der Schmie- 
gungsebene (dem Krtimmungsmittelpunkte )• mit h bezeichnen: 
kda= dg, mithin 



oder auch wegen 



da 



ds 

da 

r ^ dg 

ds 



Mit Hülfe dieses Werthes folgt sofort aus dem rechtwinkligen 
Dreieck KM'C für den Radius der Schmiegungskugel und seine 
Neigung gegen die Schmiegungsebene: 

h l do r dg 

^ ' Q Q da Q da 

§. 3. Da sowohl der Winkel M'CK^ als auch M'CfK ein rechter 
ist, so liegen die vier Punkte M\ C, C\ K in einem Kreise, welcher 
über dem Schmiegungsradius M' K 9\^ Durchmesser beschrieben wer- 
den kann. Die Linie CC' oder das Element der Curve der Krüm- 
mungsmittelpunkte fällt mit einem Elemente dieses Kreises zusam- 
men und die Tangente des Kreises in C ist folglich die Tangente an 
die Curve der Krümmungsmittelpunkte. Da diese Tangente aber 
mit der Sehne CK den Winkel ^ bildet, welcher der Periplieriewin- 
kel ist, der über der Sehne steht, so folgt: 

Der Neigungswinkel des Radius der Schmiegungs- 
kugel gegen die Schmiegungsebene und der Winkel, 
welchen die Tangente an die Curve der Krümmungs- 
mittelpunkte mit der Krümmungsäxe bildetsind gleich. 



" ♦ 
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§. 4. Ist der Krümmungshalbmesser o constant und die Curve 

nicht eben, d. h. da nicht gleich Null, so wird Ä='o und Ä = ^, also 
ebenfalls constant, d. h. 

Bei allen Curven doppelter Krümmung von con- 
stantem Krümmungshalbmesser ist auch der Radius 
der S'chmiegungskugel constant, nämlich gleich dem 
Krümmungshalbmesser und fällt die Curve der Mittel-^ 
punkte der Schmiegungskugeln mit der Curve der 
Krümmungsmittelpunkte zusammen. 

Ist Q constant und d6^=o d. h. die Curve ein Kreis, so wird h 

und hiemit E und die Schmiegungskugel selbst unbestimmt. Jede 
durch den Kreis gehende Kugel kann als Schmiegungskugel des- 
selben angesehen werden. 

Ist die Curve eberf, also d6=o aber q nicht constant, so wird 

h = oo, Ä c=oo ; die Schmiegungskugel geht in die Schmiegungsebene 

über. Für sphärische Curven wird -ß constant und gleich dem Ra- 
dius der Kugel, auf welcher die Curve liegt. Die sämmtlichen 
Schmiegungskugeln fallen mit dieser zusammen , da die Curve AT sich 
auf den Mittelpunkt dieser zusammenzieht. 

Die Betrachtung der Schmiegungskugel zeigt, dassjede Curve 
doppelter Krümmung in Bezug auf drei aufeinanderfolgende Ele- 
mente als sphärisch angesehen werden kann. Auch eine ebene Curve 
ist in gewissem Sinne als sphärisch zu betrachten , nämlich als auf 
einer unendlich grossen Kugel liegend. Begründet man ein räumli- 
ches Beziehungssystem der Art, dass einer Kugel wieder eine Kugel 
und allen Punkten auf jener Punkte auf dieser entsprechen , so ent- 
spricht der unendlich grossen Kugel des einen Systems eine be- 
stimmte Kugel des andern, also einer ebenen Curve eine sphärische 
und es können die Eigenschaften der sphärischen Curven aus denen 
der ebenen Curven abgleitet werden. Ein solches Beziehungssystem 
hat Möbius aufgestellt *). 

§. 5. Die aufeinanderfolgenden Radien M'IC, M"K\ M"'K'\ ... 
der Schmiegungskugeln schneiden Sich nicht, sondern erzeugen eine 
windschiefe Fläche, welche durch die entsprechenden Punkte der 
Curve M und K geht. Sie liegen nämlich in verschiedenen Ebenen, 



*) Cf. Möbius, die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometri- 
scher DarsteUuiig. (AbhdI. d. K. S. Gesellsch. d. Wissenschaften, T. IV, 
p. 572). 
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den Normalebenen der Curve M und treffen die Durchschnittslinien 
dieser, die Krüramungsaxen , in verschiedenen Punkten A', K\ . . . 
Nur in einem Falle geht die Fläche dieser Radien in eine abwickel- 
bare Fläche über, nämlich dann, wenn die Curve K sich auf einen 
Punkt reducirt , wie es bei den sphärischen und ebenen Curven der 
Fall ist, bei welchen diese Fläche eine Kegelfläche, resp. Cylinder- 
fläche ist. 

§. 6. Um den Winkelrfo) zu bestimmen, den die Radien KM^ 
K'M' zweier aufeinanderfolgender Schmiegungskugeln mit einander 
bilden, betrachten wir das windschiefe Viereck i>fitf'A''Ä' (Fig. lO), 
in welchem die beiden Seiten MM'* KK' die Bogenelemente der Cur- 
ven M und K sind und ziehen in diesem die Diagonale M'K, Die 
Ebenen der beiden Dreiecke MKM' und KM' K\ welche dies Vier- 
eck bilden, sind senkrecht zu einander, denn die erste von ihnen 
geht durch die Tangente MM\ die zweite ist die Normalebene in M' , 
Zieht man daher durch K eine Parallele Km (Fig. u) zu dem zwei- 
ten Radius K'M\ so bilden die drei Geraden KM^ KM\ Km eine an 
der. Kante KM' rechtwinklige unendlichkleine dreiflächige Ecke, 
welche auf einer mit der Einheit als Radius um K beschriebenen 
Kugel ein rechtwinkliges sphärisches Dreieck bestimmt, in welchem 

die Seite Mm' den Winkel dco der beiden 
Radien der Schmiegungskugeln misst. Be- 
zeichnen wir einstweilen die beiden an- 
dern Seiten M'm' und MM' mit da und 
dß, so wird 

d(ü^ = da^+ dß^ 

Um den Winkel da zu finden, berück- 
sichtigen wir, dass in der Normalebene 
des Punktes M' die vier in M' sich schnei- 
denden Linien M'Cy M'C\ M'K, M'K' 
die Winkel bilden CM'C ^ de, CM'K = ^, 
C'M'K' = (i + dfiy dass folglich der Winkel 
KM'K' = C'M'K' — CM'K= da + (i + d^i 
— (iz=d6 'i- dfi wird. Dieser Winkel ist aber 
gleich da, da die Grade Km' mit K'M' parallel 
gezogen wurde. Daher ist also 

da = da ^ dfi. 

Um aber den Winkel dß zu bestimmen fassen wir 
die von den drei Linien KM, KM and KC ge- 
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bildete Ecke ins Auge, iy lebe in dem ihr entsprechenden sphlyri- 

schen Dreiecke CMM' zwei gleiche Seifen CM=^CM' = — — ft 

hat während die dritte Seite M'M=^dß und der Winkel C = dr, 
nämlich gleich dem Winkel der Normalebenen MKC und M'KC' ist. 
Daher hat man 

dß = sin l— — ft I . dv = dr , Cos ft. 

Führt man jetzt die Werthe für da, dß in die obige Gleichung ein, 

so wird 

e/a)2 = {da + dfif + dz^ . Cos^ 

§. 7. Der Winkel dta misst die Abweichung der Curve von der 
Kugelfläche ; den reciproken Werth einer Länge Ä, welche durch die 
Gleichung S,dci)=ds bestimnit wird, nämlich 

1 [ dca 

S dl 

nennen wir die sphärische Torsion der Curve im Punkte M und 
die Linie S selbst, nämlich 

dta 
den Radius der sphärischen Torsion^). 

§. 8. Das Bogenelement EK t=zds der Curve der Schmiegungs- 
kugelmittelpunkte erhält man leicht , indem man von JiC auf den Ra- 
dius M'K' ein Perpendikel KQ fällt (Fig. 10). Es ist nämlich 

MK = R, M'K'= R-{-dR und MK^M'K= M'Q, mithin K'Q 
= dB; ferner ist <^ MK'C' = — — {ft + dyi) und daher in dem un- 
endlichkleinen rechtwinkligen Dreiecke KK'Q 



und hieraus 



K'Q : KK' = Cos (i; — ft — d\L\=.sm ^ 



* dh 

ds = 



sin (i 

Nun ist aber 



daher schliesslich 



/i , . dg r dg 



* 7{dH . RdR , 

ds = —: — • da ^= — ;— ds. 

dg rag 



*) Vergl. meine Abhandlang: lieber die Schraiegungskugel und die 
sphärische Torsion der Curven doppelter Krümmung. (Archiv für Mathem. 
u. Physik V. Grnnert. Thl. XIX. S. 393.) 
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^benbei folgt noch aus dem Dreieck M^CK' 

R {da + dii).= Coigfi . dR 

und ipithin , wenn man für Coig (i seinen Werth |- oder ^— einsetzt : 

dH 

* 

da + du=^ —-— . da. 

(IQ 

^ 

§. 9. Die- drei Winkel: Contingenzwinkel dr, Schmiegung8win< 

kel da und Winkel der ganzen Krümmung dk der Curve JiC haben 

die Wcrthe: 

* * * 

dr = da, da = dr, dk = dk 
Daher sind die Radien der drei Krümmungen für diese Curve : 

* dR Hq dH RH dR 

g\ • — j — ' — • — } — • — • 

dg r dg r dg 



§. 10. Jeder Funkt der Krümmungsaxe ist der Mittelpunkt eines 
geraden Kegels, welcher mit der Curve drei aufeinanderfolgende 
Punkte M^ M\ M" gemein hat, diese also in der zweiten Ordnung 
berührt. Die Krümmungsaxe ist also gleichzeitig der 
Ort einer Schaar die Curve in der zweiten Ordnung 
berührender Kugeln und gerader Kegelflächen, In der 
Schaar Kegel, welche sämmtlich durch den Krümmungskreis hin- 
durch gehen, sind drei besonders ausgezeichnet, nämlich: l) die 
Schmiegungsebene ; sie stellt den Kegel dar, dessen Mittelpunkt in 
den Krümmungsmittelpunkt C fällt, 2) der Cjlinder, dessen Erzeu- 
gungslinien parallel der Krümmungsaxe laufen, er ist ein Kegel, des- 
sen Mittelpunkt der unendlich fetne Punkt der Krümmungsaxe ist, 
und 3) ein Kegel , welcher mit der Curve noch einen vierten Punkt 
M'" gemein hat und sie also in der dritten Ordnung berührt. Die- 
sen Kegel , den wir sofort näher bestimmen wollen , nennen wir den 
geraden Schmiegungskegel der Curve im Punkte M^ weil er 
von allen derjenige ist, welcher sich der Curve am innigsten an- 
schmiegt. 

Denken wir uns nämlich die Reihe der Kugeln und ihrer Mit- 
telpunkte r auf der Krümmungsaxe , sowie die Reihe der Kegel und 
ihrer Mittelpunkte 2 auf derselben Geraden, so wird jede Kugel 
von einem gewissen dieser Kegel längs des Krümmnngskreises be- 
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rührt uid die Mittelpunkte .T, £ dieser Flächenpaare liegen auf ent- 
gegengesetzten Seiten der Schmiegiingsebene und des Krümmüngs- 
mittelpunktes C so, dass das Produkt der Abstände CT, CZ eine 
Constante , nämlich gleich dem Quadrat der Krümmungshalbmessers 
Qy also 

er .CZz=zq^ 

ist und die Dreiecke ZMT, ZMT, ZM'T bei M, M\ M" recht- 
winklig sind, d. h. die Kegelseiten senkrecht auf den Jladien der 
Kugel stehen. Rückt der Punkt F in den Krümmungsmittelpunkt (7, 
so entfernt sich der Mittelpunkt Z des berührenden Kegels ins Un- 
endliche und geht dieser in den vorhin erwähnten Cy linder über; 
rückt r ins Unendliche , so fällt Z in den Krümmungsmittelpunkt 
und es gehen die beiden Flächen, Kugel und Kegel in die Schraie- 
gungsebene über. Lassen wir nun die Kugel in die Schmiegungs- 
kugel übergehen , * also ihren Mittelpunkt F in den Durchschnitt K 
der Krtimmungsaxe mit der folgenden Krümmungsaxe fallen. Die 
Kugel geht alsdann durch die vier aufeinanderfolgenden Punkte iW, 
M\ M'\ M'" von 4enen die drei ersten ilf, M\ M" auf dem KrCInir: 
mungskreise des Punktes iüf, der vierte, M'\ aber auf dem Krüija- 
mungskreise des nächstfolgenden Punktes M' liegt und von dem er- 
sten Krümmungskreis unendlich wenig absteht. Legen wir daher 
durch die ELrümmungsaxe und diesen Punkt eine Ebene, so schnei- 
det sie den ersten Krümmungskreis in einem gewissen Punkte iV, 
welcher dem Punkte iüf'" unendlich nahe liegt und es ist folglich eine 
Gerade, welche durch diese beiden Punkte geht, eine Tangente der 
Kugel in iV und da sie die Krümmungsaxe schneidet die Erzeugungs- 
linie eines geraden Kegels, welcher die Kugel längs des Krüm- 
murigskreises berührt. Dieser KegeJ geht durch die vier Punkte der 
Curve , welche die Schmiegungskugel mit dieser gemein hat und ist 
also der obige Schmiegungskegel. Der Abstand seines Mittelpunktes 
S von dem-Krummungsmittelpunkte C ergibt sich aus der Gleichung 
CS,CK=^q'^ und wenn wir ihn mit k bezeichnen und für CK = h 
' seinen Werth einsetzen , so wird er 

^ k ^ ' dq r dg 

Die Neigung der Kegelseite SM gegen die Schmiegungsebene ist 
^ — (i und folglich ihre Neigung gegen die Krümmungsaxe selbst 
gleich (i. Da auch die Tangente der Curve der Krümmungsmittel- 
punkte mit der Krümmungsaxe denselben Winkel fi bildet, so bildet 

Sehe 11, Th.eorie d. Curven. 4 
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diese Axe mit ihr und der Kegelseite ein gleichschenkliges Dreieck, 
dessen Basis in die Krümmnngsaxe fallt. 

§. 11. Die Betrachtung des Schmiegungskegels zeigt, dass 
jede Curve doppelter Krümmung in Bezug auf drei 
aufeinanderfolgende Elemente als auf einem geraden 
Kegel liegend angesehen werden kann. 

Ist die Curve eben, so wird ä = oo , mithin k = o^ der Schmie- 
gungskegel fällt mit der Ebene der Curve zusammen. Ist die Curve 
sphärisch, so wird der Radius der Schmiegungskngel constant und 

da KS,KC=B}^ so wird die Entfernung A'S des Kegel mittelpunkts 
vom Mittelpunkt der Kugel, auf welcher die Curve liegt, nämlich 



KS = 



KC 



umgekehrt proportional dem Abstand der Schmiegungsebene vom 
Mittelpunkt der Kugel. 

Ist Q constant , so wird h = o und also A: = cx) , d. h. der Schmie- 
gungskegel ist ein Cylinder, die Curve kann hinsichtlich dreier Ele- 
mente als cylindrisch angesehen werden. 

§. 12. Die continuirliche Folge der Mittelpunkte der Schmie- 
gungskegel bildet auf der Fläche der Krümmungsaxen eine Curve 
S; zwischen ihr und der Curve K liegt die Curve C inne und zwar 

so, dass immer CK,CS=q^^ KS,KC=^B} ist. Diese Curv« ist 
keine Evolute. Denn sind S^ S' (Fig. 12) zwei aufeinanderfolgende 

Punkte derselben, also SS' ihre Tangente, so 
sieht man leicht , dass diese nicht mit der Ke- 
gelseite MS zusammenfallen kann. Sind näm- 
lich K^ K' die den Punkten S ^ S' correspon- 
direnden Punkte der Curve K und beschreibt 
man um K mit KS den kleinen Bogen KQ^ 
so wird 

QS' = KS' — KQ — KK' = K'S' — KS — KK' 



Fiff. 12. 




und 



= d{SK) + (ls==d(j\ +ds 



* 
OS = KS . da = ^^. da^ 



mithin , wenn i die Neigung der Tangente der Curve S gegen die 
Krümmnngsaxe SK ist. 
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4) 



Cotgt z=2 ^ ^ + 



— -cla -r .da 

h . Ä 

während für die Neigung der Kegelseite MS gegen dieselbe Axe die 
Gleichung 

besteht. 

Die Länge der Kegelseite MS ist offenbar MS=^ -—. Ist sie 

constant, so ist die Curve S zugleich der der Ort Mittelpunkte einer 
Schaar Kugeln von constantem Radius, welche die Curve in der 
zweiten Ordnung berühren. 



Cap. VI. 

Die rectificirende Fläche, 



§. 1, Die Schmiegungsebene und die rectificirende Ebene sind 
ein Paar zu einander rechtwinklige Tangentenebenen der Curve. 
Die rectificirende Ebene steht senkrecht auf der Hauptnormalcn (dem 
Krümmungshalbmesser). Vgl. Cap. I. §§. 4 u. 8. Zwei aufeinan- 
derfolgende rectificirende Ebenen schneiden sich in" der rectificiren- 
den Geraden, einer Linie, welche senkrecht ist zu zwei aufeinan- 
derfolgenden Krümmungshalbmessern oder also senkrecht zu der 
Ebene, welche diesen beiden parallel läuft, der Ebene der ganzen^ 
Krümmung (Cap. II, §. 14). 

Lässt man eine Ebene so an der Curve hingleiten, dass sie 
fortwährend rectificirende Ebene bleibt, so erzeugt sie die rectifici- 
rende Fläche, welche abwickelbar ist und die sämmtlichen rectifi- 
cirenden Graden der Curve enthält. Der Name dieser Fläche rührt 
daher, das» sie die Eigenschaft hat, durch ihre Abwickelung 
die Curve in eine Gerade zu verwandeln. Bei dieser Ab- 
wickelung fallen nämlich nach und nach die rectificir enden Ebenen 
der Funkte M, M\ M'\ M"\ ... der Curve zusammen, indem jede 
tim die Durchschnittslinie mit der folgenden, d. h. um die rectifici- 
rende Gerade gedreht wird, bis der Winkel beider verschwindet. 

4* 
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Da die Krümmungshalbmesser zu diesen Ebenen senkrecht sind, so. 
werften sie durch die Abwickelung sammtlich parallel. Nun liegt 
der Krümmungshalbmesser des Punktes M in der Schmiegungsebene 
MM'M" dieses Punktes, welche durch die Tangenten in M und M' 
geht und senkrecht steht auf der rectificirenden Ebene von M und 
da nach der Drehung der rectificirenden Ebene um die rectificirende 
Gerade der folgende Krümmungshalbmesser mit ihm parallel wird, so 
fällt dadurch auch dieser in die Schmiegungsebene von M, Er liegt 
aber auch in der folgenden Schmiegungsebene M'M''M''\ welche 
durch die Tangenten in M' und M" geht und da diese Ebene durch 
ihn und die Tangente in M' bestimmt ist und von diesen beiden Li- 
nien die Tangente bereits in der ersten Schmiegungsebene liegt, die 
andre, der Krümmungshalbmesser durch die Drehung in sie gelangt, so 
fällt auch die zweite Schmiegungsebene mit der ersten zusammen 
und da diese vereinigten Schmiegungsebenen auf den vereinigten 
rectificirenden Ebenen senkrecht stehen, so fallen auch ihre Durch- 
schnittslinien , nämlich die Tangenten der Punkte M und M' zusam- 
men. In gleicher Weise fällt bei der Drehung der jetzt V'ereinigten 
rectificirenden Ebene um die folgende rectificirende Gerade, die 
Tangente von M mit der vorhergehenden zusammen, desgleichen 
durch eine Drehung der drei vereinigten Ebenen um die nächste rec- 
tificirende Gerade die Tangente von iüf'" mit der Tangente von M'\ 
u. s. f. Man sieht hieraus, dass durch die Abwickelupg der rectifici- 
renden Fläche nach und nach alle Tangenten der Curve in eine 
Grade und alle Schmiegungsebenen in eine Ebene zusammenfallen, 
d. h. dass die Curve in eine Gerade übergeht. 

Man hätte diesen Satz auch folgendermassen beweisen können. 
Zwei aufeinanderfolgende rectificirende Ebenen bilden mit einander 
den Winkel dk der beiden auf ihnen senkrechten Krümmungshalb- 
messer und es ist nach dem Lancret'schen Satze dk'^ = dz^ + dß^. 
Durch die Abwickelung verschwindet dk\ dies ist nicht anders mög- 
lich, als dadurch, dass gleichzeitig rfr und dG verschwinden. Wenn 
aber der Contingenzwinkel und Schmiegungswinkel einer Curve ver- 
schwinden, so wird sie eine Gerade. 

§. 2. Da die Curve durch Abwickelung der rectificirenden Flä- 
che in eine Gerade übergeht, so ist sie selbst eine kürzeste 
Linie au/ diese rF lache. Die rectificirende Fläche erlangt da- 
durch eine statische Bedeutung für die Curve. Die kürzeste Linie 
auf irgend einer Fläche besitzt nämlich die Eigenschaft, dass eine 
vollkommen biegsame Linie längs ihr auf der Fläche ohne Keibung 
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im Gleichgewichte ist , wenn ihre Enden durch gleiche Kräfte ge- 
spannt wetden*). Es ist daher das geometrische Problem, die rec- 
tificirende Fläche einer Curve zu finden , identisch mit dem statischen 
Problem , diejenige abwickelbare Fläche zu bestimmen , auf welcher 
sich die Curve im Gleichgewicht befinden würde, wenn sie in der 
Richtung zweier ihrer Tangenten durch gleiche Kräfte gespannt wird. 

§. 3. Jede Curve hat nur eine einzige rectificirende Fläche, 
denn sie hat in jedem Punkte nur* eine einzige rectificirende Ebene. 
Dagegen ist jede abwickelbare Fläche rectificirende Fläche für alle 
ihre kürzesten Linien, d. h. für alle Curven, deren Hauptnormalen 
zugleich Normalen der Fläche sind , oder deren Schmiegungsebenen 
die Tangentenebenen der Fläche rechtwinklig schneiden. So ist die 
Fläche der Krümmungsaxen gemeinsame rectifici- 
rende Fläche für alle auf ihr liegende Evoluten. 

§. 4. Die Tangentenfläche, die Fläche der Krümmungsaxen 
und die rectificirende Fläche haben eine intime Bcisiehung zu den 
Krümmungen der Curve. Durch Abwickelung der ersteren wird der 
Schmiegungswinkel und mit ihm die erste Krümmung, durch Ab- 
wickelung der zweiten der Contingenzwinkel und mit ihm die zweite 
Krümmung , durch Abwickelung der rectificirenden Fläche aber wer- 
den beide Krümraungen, zugleich , oder die ganze Krümmung der 
Curve zerstört. Durch Abwickelung der ersten und dritten Fläche 
geschieht dies an der Curve selbst, durch Abwickelung der zweiten 
an einer Curve, welche ihren Contingenzwinkel zum Schmiegungs- 
winkel hat. 



*) Denn damit irgend ein Punkt des Fadens im Gleichgewichte sei, 
müssen die Spannungen längs den Tangenten der Curve, die sich .in dem 
Punkte schneiden mit dem normalen Widerstände der Fläche im Gleichge- 
wicht sein. Es muss folglich die Resultante dieser Spannungen die Rich- 
tung der Linie haben, welche die von 180^ unendlich wenig abweichenden 
Winkel der Tangenten halbirt und also mit den Richtungen dieser Kräfte 
in einer Ebene liegen , welche durch die Normale der Flüche geht. Jene 
Winkelhalbirende aber ist in der Grenze eine Normale der Curve in dem 
Endpunkte eines der Bogenelemente , welche in dem betrachteten Punkte 
zusammenstossen nnd da sie in die Ebene dieser Elemente, nämlich in die 
Schmieg^ngsebene der Curve fällt, die Hauptnormale der Curve. Da die 
Resultante dem Normaldruck der Fläche Gleichgewicht halten muss , so 
,muss also die Hauptnormale der Curve zugleich Normale der Fläche, also 
die Schmicgungsebene eine Normalebene der Fläche und die Curve folglich 
eine kürzeste Linie sein, (Vergl. Cap. IV, §. 3. Anm.) 
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§. 5. Wir wollen jetzt den Winkel H bestimmen, den die recti- 
ficirende Gerade eines Punktes M mit der Tangente desselben bildet. 



Fig. 13. 



Sind MT^ M'T' die Tangenten zweier 
aufeinanderfolgender Punkte M^ M' und 
ist ferner M'J) die Durchschnittslinie der 
beiden rectificirenden Ebenen TM'D^ 
T'M'Dy von denen die erste auf der 
Schmiegungsebene TM'Tj die andere 
auf der folgenden Schmiegungsebene 
senkrecht steht, so bestimmen die drei 
Geraden iJf'J, ^/'T', M'ß auf einer 
um M' mit der Linieneinheit beschrie- 
benen Kugel das Dreieck DTT\ in welchem die Seite TT' den 
Contingeuzw-inkel dt und i>T den gesuchten Winkel JSTmisst, wäh- 
rend Winkel TDT' = dk, nämlich gleich dem Winkel der beiden 
rectificirenden Ebenen, Winkel 7> TT' = 90« und W. DT'T — go" 
— da ist, weil nämlich die rectificirende Ebene T'M'D nicht auf 
der Schmiegungsebene TM'T\ sondern auf der folgenden Schmie- 
gungsebene senkrecht steht , die mit dieser den Winkel da bildet. 
In diesem Dreieck ist nun 




Cos (— — cf(r j = CosH^ sin dk 



sinH ==: lg dr , Coig dk 
mithin, wenn man abkürzt 







CosH — 


dk 




• 




• 

sin H 


dt 
dk 




und folglich 


noch 


tgff = 


dt 
da 




oder in Form einer Proportion 










sin ff:Cosb:i = 


= dx 


: da 






siji II Cos 


n 


1 






dt da 


dk 



dk 



d. h. 

Der Neigungswinkel B der rectificirenden Gera- 
den gegen die Tangente ist der Winkel, welcher in 
dem aus Jr, da, dk als Seiten gebildeten unendlich- 
kleinen rechtwinkligen Dreiecke der Seite dt gegen- 
überliegt. 
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Dies Resultat kann auch unmittelbar erhalten werden. In dem 
unendlichkleinen Dreieck ABC {JE'ig, 14), aus welchem wir den Lan- 
cret^schen Satz ableiteten (Cap. II, §. 10.), waren 
die Linien, welche vom Mittelpunkt der Kugel 
nach den Punkten C^ B, A laufen parallel den , 
Krümmungshalbmessern in M' und M und der Pro- 



4 
jection des letzteren auf die Schmiegungsebene 

von^; daher fallen die Seiten CB, BA, AC in Ebenen, welche pa- 
rallel laufen der Ebene der ganzen Krümmung, der Normalebene 
und der Schmiegungsebene, und daher sind die Winkel B, Ay C 
gleich den Winkeln , welche die auf diesen Ebenen senkrechten Ge- 
raden: die rectificirende Gerade, die Tangente und Binormale in 
derselben Ordnung mit einander bilden, nämlich B =::= B d, h, gleich 
dem Winkel zwischen der rectificirenden Geraden und Tangente, 
^ = 90^, nämlich gleich dem Winkel zwischen der Tangente und 
Binormalen und C= 90^ — B, nämlich gleich dem Winkel zwischen 
Binormale und rectificirender Geraden, welcher das Complement zu 
Ä^ ist, da die rectificirende Gerade, die Tangente und Binormale 
alle drei in der rectificirenden Ebene liegen und die beiden letzten 
von ihnen zu einander senkrecht sind. Aus diesem Dreieck ABC 
erhält man daher sofort die obigen Eelationen. 

§. 6. Die Ausdrücke für sinH^ CosH^ igH kann man auch durch 
die drei Radien q, r, B darstellen, nämlich: 



Sitl H rr-: 


dx 

dk " 


H 


CosH — 


da 
dk ~ 


_ ^ 
r 


igH — 


dx 
da "~ 


r 


sin ff : Cos ff : 


l ~ 


1 

m , • 
• 

Q 



r ' R 
Q sin ff c= r Cos ff = /?. 

Hieraus ersieht man, dass r und q die Katheten eines recht- 
winkligen Dreiecks (Fig. 15) sind , in welchem der Seite r der Win- 
kel -^gegenüberliegt; das vom Scheitel des rech- Fig. 15. 
ten Winkels auf die Hypotenuse gefällte Perpen- 
dikel ist alsdann gleich R, Dies Dreieck erhält 
man in der rectificirenden Ebene selbst, indem 
man in der Tangente vom Berührungsputikte M p 
aus eine Strecke MA = q aufträgt, und in A ein Perpendikel auf 
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die Tangente errichtet und dieses bis zum Durchschnitt B mit der 
rectificirenden Geraden verlängert. Daher: 

Trägt man in der Tangente der Curve vom Berüh- 
rungspunkte .TUf aus eine Länge MA gleich dem Krüm- 
mungshalbmesser Q auf, errichtet in dem Endpunkte 
A desselben in der rectificirenden Etene ein Perpen- 
dikel auf die yTangente, welches die rectificirende 
Gerade in J? schneidet und fällt von demselben Punkte 
A ein Perpendikel AC auf die rectificirende Gerade, 
so stellen diese beiden Perpendikel AB und AC den 
Schmiegungsradius r und den Radius dei* ganzen Krüm- 
mung R dar. 

In diesem Satze findet man noch eine Bestätigung des Cap. IL 
§. 12 gefundenen, dass der Radius der ganzen Krümmung weder 
grösser als der Krümmungsradius, noch grösser als der Schmiegungs- 
radius sein kann. 

§. 7. Wir haben bereits Cap. TIT. §. 9 bemerkt , dass die Evol- 
venten die Linien stärkster Krümmung auf der Tangentenfläche sind, 
dass sich mithin die Normalen der Fläche längs einer Evqlvente 
schneiden und eine abwickelbare Fläche bilden. Ein solcher Durch- 
schnitt zweier Normalen ist der Krümmungsmittelpunkt des durch 
die Tangente der Evolvente geführten Normalschnitts der Fläche 
und die Gratlinie jener abwickelbaren Fläche der Normalen also der 
Ort dieser. Krümmungsmittelpunkte für eine Evolvente und also die 
Fläche , auf welcher alle solche Gratlinien liegen , der Ort der Mit- 
telpunkte der stärksten Krümmung für die ganze Tangentenflächc. 
Ist nun PP' das Element einer Evolvente, welche dem Abstände 
MP.=p von der Curve i^f entspricht , so ist der Contingenzwinkel 
des durch dies Element geführten Normalschnitts der Tangenten- 
fläche der Neigungswinkel zweier Tangentenebenen der Fläche, d.h. 
der Schmiegungswinkel d(S der Curve M^ mithin der Krümmungs- 
halbmesser des Normalschnitts 

PP* 

oder da PP''=p,dt ist 

dz V . „ 

Dieser Krümmungshalbmesser hat die Richtung der Normalen der 
Tangentenfläche in P, fällt also in die rectificirende Ebene der 
Curve Mxmd ist .also die Länge des Perpendikels, welches in Pin 
der rectificirenden Ebene errichtet werden kann von JP bis zum Durch- 
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schnitt mit der rectificirenden Geraden. Daher liegt der Krüm- 
mungsmittelpunkt des Normalschnitts der Tangentenfläche auf der 
rectificirenden Geraden und ist diese der Ort für die Krtimmungs- 
mittelpunkte aller solcher Normalschnitte längs der Tangente ilf JP; 
d. h. : 

Die rectificirende Gerade des Punktes M ist der 
Ort der Krtimmungsmittelpunkte aller durch die Punkte 
der Tangente von M geführten Normalschnitte stärk- 
ster Krümmung der Tangentenfläche und 

Die rectificirende Fache ist der Ort der Mittel- 
punkte stärkster Krümmung der Tangentenfläche. 

§. 8. Construirt man in allen Punkten P der Tangente der (.urve 
M die Krümmungskreise der Normalschnitte der Tangentenfläche, so 
sind ihre Ebenen parallel und senkrecht zur Tangente MP und lie- 
gen ihre Mittelpunkte auf der rectificirenden Geraden des Punktes 
M. Sie selbst liegen daher alle auf der Fläche eines schiefen Ke- 
. gels, für welchen sie die eine Schaar Kreisschnitte bilden. Dieser 
Kegel hat mit der Tangentenfläche zwei Erzeugungslini^n und die 
Tangentenebenen in ihnen gemein. Diese Erzeugungslinien sind 
Tangenten der Curve JH und verbinden drei aufeinanderfolgende 
Punkte der Curve. Daher hat^der Kegel auch mit der 
Curve diese Punkte gemein, oder berührt dieselbe in 
seinem Mittelpunkte in der zweiten Ordnung. 

Construirt man einen geraden Kegel, dessen Axe die rectifici- 
rende Gerade ist und der durch die Tangente der Curve geht, so 
geht er auch zugleich durch die folgende Tangente , weil die rectifi- 
' cirende Gerade mit beiden Tangenten gleiche Winkel bildet. Auf 

ihm liegen also auch drei Punkte der Curve, er berührt 
• — 

mithin die Curve ebenfalls in seinem Mittelpunkt in 
der zweiten Ordnung*). . 

§: 9. Wir haben Cap. IIT. §. 8 gezeigt, dass die rectificirende 
Fläche der Ort der Krümmungsaxen aller Filarevolventen der Curve 
M ist. Mit Rücksicht auf Cap. IV. §. 2 folgt hieraus: 

Die rectificirende Fläche einer Curve ist die Flä- 
che ihrer Evoluten aller ihrer Evolventen und: 



*) Cf. Saint-Venant , M^m. sur les lignes coiirbes non planes. Joiirn. 
de Te'cole Polyt. T. XVIII. p. 42 und Voizot, Note sur la the'orie des cour- 
bes k donble courbure. * Journ. des Matli^m. p. Liouville. T. XV und 
T. XVII. 
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FiiT. 16. 




Die Gratlinie der rectificir enden Fläche ist der 
Ort der Mittelpunkte der Scbraiegungskugeln aller 
Filare volventen der Curve*). 

§. 10. Um den Winkel zweier aufeinanderfolgender rectificiren- 
der Geraden, d. h. den Contingqnzwinkel dr der Gratlinie der recti- 
ficirendeu Flache, die wir kurz die rectificirende Kante nen- 
nen wollen zu finden, seien M'D^ M''D' (Fig. 16) die beiden rectifi- 

cirenden Geraden der Punkte M^ M\ welche 
sich in D schneiden. Sie bilden mit den 
Tangenten der Punkte M, M' die Winkel 
DM'T=H und DM^'T' ==zII+dJI. Dreht 
man nun die rectificirende Ebene DM' T' 
um die rectificirende Gerade i>i>/'um, bis 
sie in die rectificirende Ebene DM'T fallt, 
^^^M^^M" " so fällt die Tangente ^'r' in die Tangente 

M MT, weil bei der Abwickelung der rectifi- 

cirenden Fläche alle Tangenten der Curve zusammenfallen. Hieraus 
folgt, dass Winkel DM'T' = JDM'T = H ist. Aus dem Dreieck 
DM'M'' ergibt sich daher weiter Winkel M'DM'' = BM^'T' — 
DM'r oder 

di = dff 
d. h. 

Der Contingenzwinkel der rectificirenden Kante 

ist gleich dem Differentiale des Winkels, welchen die 

rectificirende Gerade mit der Tangente bildet. 

Hiezu kommt noch zufolge §. 1 : 

Der Schmiegungswinkel der rectifi cirenden Kante 
ist gleich dem Winkelnder ganzen Krümmung der Curve. 
DerWinkel der ganzen Krümmung der rectificirenden 
Kante ist also: dk = ydW+^dM^. 

§. 11. Die Entfernung L des Punktes I) der rectificirenden Kante 
von dem entsprechenden Punkte der Curve M zu finden, nämlich 
L=DM=DM\ hat man in dem Dreieck i>;jf'ifcr (Fig. 16 od. 17) 

D M'i D M" = sin {ff + dff) : sin dff 

und hieraus folgt, wenn man reducirt 

y . „ äs dt ds H ds 

dH dk dff dB 



(§• 6). 



*) Cf. Voizot, Journal des Math^m. T. XVII. 
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Fig. 17. 



Mit Hülfe dieser Länge findet man das Bogenelement DD' --ds 
(Fig. 17) der rectificirenden Kante folgendermassen. Vom Punkte. 
D fällen wir auf die Tangente in M das 
Perpendikel DQ^=p == L . sin ff; ebenso 
von D' auf die Tangente inM' das Perpen- 
dikel D'Q' ^=p + dp] ein drittes Perpen- 
dikel Dq von D auf die Tangente in M' 
wird gleich DQ = p wegen der Congru- 
enz der Dreiecke DM'Q und DM'q\ wel- 
che beide bei i^/den Winkel ff enthalten. 
Zieht man nun noch D F parallel mit qQ' 
80 erhält man im rechtwinkligen Dreieck 
D VD' X 

D D\ sin {ff + dff) = D'V 
und folglich, wegen 

D'V= D'Q' — Dq = D'Q' — DQ = dp 

. , • dp d . Lsinff i t \^ t , ir ^ n 

ds = -T-^ == r-^ — =^dL + Hg ff . dff, 

sin ff sinn 

§. 12. Mit Hülfe der in den §§. 10, 11 entwickelten Ausdrücke 
für di, dr, da^ dk erhält man für die Radien der Krümmung, Schmie- 
gung und ganzen Krümmung der rectificirenden Kante : 

'■ V dp ' 1 dp ^ 1 dp 




Q = 



dp r. 

n ' TT* ■" ' 

Sin H dk 



sin H dff ' sin H dk' "' sin ff ydk^~{-dff^ 

§. 13. Die Beschaffenheit der rectificirenden Fläche ist von 
grossem Einfluss auf die Beschaffenheit der Curve und umgekehrt. 
In dieser Hinsicht lassen sich eine Reihe interessanter Sätze aufstel- 
len, von denen wir die folgenden besonders herausheben: 

I. Ist der Winkel ff constan^ so ist die rectifici- 
rende Fläche ein Cylinder und die Curve eine Helix 
(eine Curve, welche gegen die Erzeugungslinien constante Neigung 
hat) auf ihm. Es ist nämlich in diesem Falle der Contingenzwin- 
kol dff der rectificirenden Kante 'gleich Null , also jede rectificirende 
Gerade mit der folgenden, also auch alle unter einander parallel; 
weil ff constant ist, sind die Tangenten oderBogenelemente der Curve 
gegen die Erzeugungslinien alle unter demselben Winkel geneigt. 
Ist ir=90^* so ist die Curve eben. 

IL Ist die rectificirende Fläche ein Cylinder, so 
ist die Curve eine Helix desselben. Denn da die rectifici- 
renden Geraden parallel sind, so ist dff:==0^ also ff constant. 
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IIL Lässt sich durch die Curve eine Cylinderflä- 
che legen, gegen deren Erzeugungslinien sie unter 
constantem Winkel geneigt ist, so ist diese die recti- 
ficirende Fläche der JOurve. Denn wegen der constanten 
Neigung der Bogenelemente und Tangenten der Curve gegen die. 
Erzeugungslinien des Cylinders geht die Curve bei der Abwickelung 
desselben in eine Gerade über, indem alle Tangenten zusammen- 
fallen und da eine CurVe nur eine rectificirende Fläche haben kann, 
so kann diese nur jener Cylinder sein. Es ist leicht zu sehen, dass 
keine andere abwickelbare Fläche , gegen deren Erzeugnngslinien 
die Tangenten der Curve constante Neigung haben j rectificirende 
Fläche sein kann, denn zwei Tangenten bilden mit derselben Er^ 
zcngungslinie verschiedene Winkel, deren Differenz gleich dem Con- 
tingenzwinkel der Gratlinie dieser Fläche ist. 

IV. Ist die rectificirende Fläche ein Cylinder, also 
die Curve eine Helix, so laufen alle Krümmungshalb- 
messer einerEbene parallel. Die rectificirende Gerade steht 
nämlich senkrecht auf der Ebene der ganzen Krümmung, nämlich 
der Ebene, welche zweien aufeinanderfolgenden Krümmungshalb- 
messern parallel ist. Sind nun die rectificirenden Geraden parallel, 
so sind auch alle diese Ebenen parallel und also alle Krümmungs- 
halbmesser parallel zu eider von ihnen. 

V. Laufen alle Krümmungshalbmesser einer Curve 
einer Ebene parallel, so ist die rectificirende Fläche 
ein Cylinder und die Cur ve eine Helix. Diese Curven sind 
daher die einzigen, denen die Eigenschaft IV zukommt. 

VI^ Ist die rectificirende Fläche ein Cylinder oder 
die Curve eine Helix, so ist das Verhältniss ihrer er- 
sten und zweiten Krümmung oder das Verhältniss der 
diesen entsprechenden Radien constant. Denn es ist 

dz ^ d6 dz . r „ 

ds ' ds da q ' ^ 

also constant, weil ff constant ist. 

VII. Ist das Verältniss.der ersten und zweiten Krüm- 
mung einer Curve constant, so ist diese eine Helix*). 
Diöse Curvengattungist die einzige, denen diese Eigenschaft zukommt. 



*) Cf. Liouville, Note ajir les courbes k double courbure in den An- 
merkungen zu seiner Ausgabe von Monge Applications etc. p. 584, woselbst 
ein Brief von Serret über diesen und ähnliche Sätze abgedruckt ist. 
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Ißt der Winkel H constant , so sind die Verhältnisse 

I 1 ^f A 1 1 

Q r n 

ebenfalls constant; es sei insbesondere 

Schneiden wir den rectificirenden Cylinder mit einer Ebene senk- 
recht zu den Erzeugnngslinien , so ist das Bogenelement ds^^ dieses 
orthogonalen Schnittes die Projection des Bogeneleihents ds der He- 
lix und mithin da diese unter dem constanten Winkel ff gegen die 
'Erzeugungslinie geneigt ist 

ds __ l 1^ 

Es ist ferner der Contingenzwinkel des orthogonalen Schnittes gleich 
dem Winkel zweier Tangentenebenen des Cylinders und da dieser 
die rectificirende Fläche der Helix ist, gleich dk'^ daher ist der Krüm- 
mungshalbmesser Qq dieses ISchnitts 

^^ dk ' 
Hieraus folgt in Verbindung mit dem Ausdrucke des Krümmungs- 
halbmessers q für die Helix 

ds 
Q = 

die Proportion 



^ = d^ 



Q ds ^ dsQ ds dk 

Qq dt dk dsQ dz 

und daher weiter mit Rücksicht auf die beiden vorigen Gleichungen 

p = ?o =^ _£_ 

^ f2 sin^ff 

d. h. ■ 

VII. Ist die Curve eine Helix, so ist ihr Krüm- 
mungshalbmesser proportional dem Krümmungshalb- 
messer des Orthogonalschnitts deö rectificirenden Cy- 
linders und wird erhalten, wenn man diesen durch das 
Quadrat des Sinus der Neigung der Helix gegen die Er- 
zeugslinien des Cylinders dividirt. 

r R 

Da — = igffj — =: sin ff ist, so folgt noch 



Qo 



r = Q,tgff:=z 



R = Q .sin ff = -^ 



sin ff Cos H 

Qo 
sin ff 
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d. h. auch der Schipiegnngsradius und der Radius der 
ganzen Krümmung sind proportional dem Krümmungs- 
halbmesser Qf^ des Orthogonalschnittes. Ist ^^ constant, 
so sind also die Kadien der drei Krümmmungen der 
Helix constant. 

VIII. Sind der Krümmungshalbmesser und der 
Schmiegungshalbmesser einer Curve. beide constant, 
so ist die Curve eine Helix eines Kr eis cy linders*). Denn 

es ist dann sowohl g -~ -^ . als auch r= -r^ constant, mithin auch 

— = -—z= sin H. Ferner ist auch o,, = p . siii^ H constant, mithin der 
Q da SU ST » 

Orthogonalschnitt ein Kreis. 

Die Curven constanten Krümmungshalbmessers werden im fol- 
genden Kapitel nähere Berücksichtigung finden. 

IX. Lässt sich durch eine Curve eine abwickelbare 
Fläche legen, auf welcher sie kürzeste Linie ist, so 
ist diese Fläche die rectificirÄide Fläche derselben. 
Denn es stehen dann alle Hauptnormalen auf den Tangenten ebenen 
der Fläche senkrecht. 

X. Lässt sich durch eine Curve eine abwickelbare 
Fläche legen, mit deren Erzeugungslinien si-e Winkel 
bildet, die fortwährend um den Contingenz winkel ihrer 
Grat li nie wachsen oder abnehmen, so ist die Fläche 
die rcctificirende Fläche. Denn bei der Abwickelung der 
Fläche fallen die Tangenten der Curve zusammen. 



Cap. VII. 

Die Fläche der Hauptnomialen oder Kriimmungs- 

lialbmesser. 



§. 1. Die, Fläche der Hauptnormalen oder Krümmungshalbmes- 
ser einer Curve M doppelter Krümmung ist nach Cap. I, §. 9 wind- 
schief. Die Curve selbst ist der Durchschnitt dieser Fläche mit der 
rectificirenden Fläche sowohl als auch mit der Fläche der Binorma- 



*) Cf. Liouville, Note sur les courbesJi double courbnre, a. a. O. p. 564; 
Bertrnnd, sur la courbe dont les deux courbures sont constantcs. Journ. 
des Mathem. T. XIII, p. 423. 
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len. Sie schneidet die geraden Erzeugungslinien der Fläche recht- 
winklig und ihre Schmiegungsebenen sind die Tangentenebenen der 
Fläche in den Durchschnittspunkten mit diesen ; denn sie gehen durch 
die Tangenten zweier durch einen solchen Punkt auf der Fläche ge- 
zogenen Geraden, nämlich durch die Tangente der Curve und die 
gerade Erzeugungslinie , welche ihre eigene Tangente ist. Die Bi- 
normalen sind Normalen der Fläche in den Punkten der Curve, da 
sie zu diesen Tangentenebenen senkrecht sind. 

§. 2. Auf der Fläche der Hauptnormalen liegt die Curve der 
Krümmungsmittelpunkte 6'. Sie ist der Durchschnitt derselben mit 
der Fläche der ELrümmungsaxen. Das Bogenelement CCf und also 
'die Tangente im Punkte C dieser Curve fällt in die Normal ebene der 
primitiven Curve M^ daher kreuzen sich die Tangenten bei- 
der Curven rechtwinklig. D ie Normalebene der Cuyve 
C steht senkrecht auf der Normalebene von M^ ist also 
parallel der Tangente von M. Nun ist nach Cap. V. §. 3 die Tan- 
gente von C zugleich Tangente an einen über dem Radius MK der 
Schmiegungskugel als Durchmesser construirten Kreis, daher geht 
die Normalebene von C durch die Mitte des Radius der 

Schmiegungskugel von M. Das Bogenelement CC =ds 
der Curve C ist leicht mit Hülfe der dortigen Betrachtungen zu 
finden. Es isl nämlich das Element jenes Kreises und über ihm steht 
als Peripheriewinkel der Schmiegungswinkel dö^ daher ist das- 
selbe gleich dem Produkte des Radius der Schmie- 
gungskugel und des Schmiegungswinkels, d. h. es ist 

^ * H 

ds =: R , da :=^ — ' äs. • 

r 
Die Tangente der Curve C bildet mit der Krümmungsaxe denselben 

Winkel fi , unter welchem der Radius der Schmiegungskugel gegen 

die Schmiegungsebene und deij Krümmungshalbmesser geneigt ist. 

(Cap. V. §. 2.) Ist ft = — so läuft sie mit Fig. 18. 

dem Radius der Schmiegungskugel paral- 
lel, ist ft ^ j, so schneiden sich beide 

in einem Punkte U (Fig. 18) auf der einen 
oder andern Seite der Hauptnormalen tind 
bilden mit dieser ein Dreieck M'CU^ in Jf^ 
welchem im einen Falle zwei Winkel gleich 

TT 

jtfc und ö" "f" ^' ^^ andern Falle gleich 

71 — fi und — — ft sind, daher ist je der WinkeliJf UC=+ (-^ — 2 fi). 
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Mit dem Krümmungshalbmesser und der Schmie- 

gungsebene bildet die Tangente an C den Winkel -r- — /i, 

da sie mit ihm und der Krümmungsaxe , mit der sie den Winkel jit 
bildet in derselben Ebene, der Normalebene liegt. 

§. 8. Um den Neigungswinkel ^ der Tangente der Curve C ge- 
gen die rectificirende Gerade zu finden, ziehen wir durch C eine 
Parallele CD zu dieser (Fig. 19). Die Tangente von C, die Krüm-, 
Fig. 19. mungsaxe und diese Linie CZ> bilden eine dreiflächige 
•Ecke und in dem dieser entsprechenden sphärischen 




n 



Dreiecke C'KD ist die Seite KD=^ — H, weil CD 

parallel der rectificirenden Geraden und die Krüm- 
mungsaxe CK parallel der Binormalen ist, KC' = ii, 
C'D ^ §-und der dieser Seite gegenüberliegende Win- 
kel C'KD = 90^ weil die Ebene C'CK die Normal- 
ebene und die Ebene KC D der rectificirenden Ebene 
Aus diesem Dreieck folgt 

Cosh, =J Cos IL . sinH=z^ . — = — 

H ^ H 
d. h.:. 

Der Cosinus der Neigung der Tangente an die 

Curve der Krümmungsmittelpunkte gegen die rectifi- 
cirende Gerade wird durch das Verhältniss des Radius 
der ganzen Krümmung zum Radius der Schmiegungs- 
kugel angegeben. 

Für den speciellen Fall ft = 0, in welchem die Curve E der 
Schmiegungskugelmittelpunkte .mit der Curve der Krümmungsmittel- 
punkte zusammenfällt wird der Krümmungshalbmesser q constant, 

(Cap. V. §. 2. h = -7^)y der Qalbmesser der Schmiegungskugel ihm 

gleich und die Krümmungsaxe Tangente an C, In diesem Falle wer- 
den die Winkel § und ff complementär , der 



Fig. 20. 




eine also -r — a, wenn der andere t + ^ ist. 
4 ' 4 ' 

Man sieht dies auch unmittelbar, wenn man 
bedenkt, dass die Krümmungsaxe der Binor- 
malei^ parallel ist. 



§. 4. Um den Contingenzwinkel dr der 
Curve Czu finden, seien (Fig. 20) CT, CT' 
die beiden aufeinanderfolgenden Tangenten 
der Curve C, die ihn bilden , CK, C'K* die 
Krümmungsaxen , welche durch deren Beruh- 
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rangspuükte C, C' gehen und um C' mit der Linieneinlieit eine Ku- 
gel beschrieben , auf welcher die Geraden (fT^ C'T\ C'K' das sphä- 

Tische Dreieck T TA" bestimmen. In diesem ist TT ■= dt, TIC ;= 
II + da, T'E=ii + dfi, ^TKT' = dt, nämlich gleich dem Win- 
kel zweier Normalebeuen TCA\ T'C'K* der Curve M, Fällt man von 
T' auf die Gegenseite TK das Perpendikel T'Q, so wird TQ = 
+ (de — d^C) und T'Q = sin^,dt und folglich 

o 

dx^ = (da — d(iY + sin^fi.dt^. 
Für die Curven von constantem Krümmungshalbmesser ist |u=0, 

o 

mithin dr = day wie auch einleuchtet, wenn man bedenkt, dass der 
Contingenzwinkel der Curve Ä\ welche in diesem Falle mit der Curve 
C zusammenfällt , gleich dem Schmiegungswinkel der Curve M ist. 

Aus dem Dreieck TQ T' erhält man noch den Neigungswinkel 
T'TQ^=^X der Schmiegungsebene der Curve C gegen die Normal- 
ebene der Curve M, nämlich 

- QT^' ^^ sinfji , dt 



§. 6. Der Schmiegungswinkel da der Curve C ergibt sich aus 
.depi Winkel k mit Hülfe derselben Betrachtungen , wie in Cap. III. 
§.7. Es ist nämlich 

da^dl+ (- — KTQ\ und da sin (- — KrQ\ = Cos KtQ 

= Coig (ja + dfi) . tg TQ = Colg ft . T'Q = Cofg [i . sin [i , dt = 

Cosfi . dt ist, so wird da — dl^= sin {da — dk) = sin I — — KT Q\ 

== Cos ^ •dt, mithin 

. fsinyi. . dt\ 

da^+ ^^/r''Y ^,+Cos(A,dt. 
"^ yda-^dfij 

§. 6. Mit Hülfe der Werthe für ds, dt, da können die Fragen 
über die Krümmung der Curve C erledigt werden. Insbesondere ist 

der Krümmungshalbmesser 

* • 
ds R.dß 

^ dt Vida—dfiY + sin^fi . dt^ 

In dem Falle, däss die Curve constanten Krümmungshalbmesser be- 

* 
sitzt, also für fA = o wird Qq:==R ==q. In diesem Falle haben die 

Cürve M und die Curve ihrer Krümmungsmittelpunkte gleiche Rrüm- 

Schell, Theorie d. Curven. * 5 



/ 
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mnngshalbmesser und besitzen überhaupt sehr interessante Bezieh- 
ungen, von denen wir einige anführen wollen. Da die Curve K mit 
der Curve C zusammenfallt, so fallt die Schmiegungsebene von C 
mit der Normalebene von M und da die Krümmungsaxe Tangente an 
C ist, so fällt auch die Normalebene von C mit der Schmiegungs- 
ebene von TJf zusammen, d.h. Die Schmiegungsebene jeder 
von ihnen ist die Normalebene und ihre Normalebene 
die Schmiegungsebene der andern. Da sich nun Normal- 
ebene und Schmiegungsebene einer Curve in der Hauptnormalen 
schneiden , so haben beide Curven gemeinschaftliche Hauptnormalen, 
also auch die Fläche der Hauptnormalen gemein. Da die 
Normalebenen der einen die Schmiegungsebenen der andern sind und 
sich die Normalebenen in den Krüramungsaxen und die Schmiegungs- 
ebenen in den Tangenten schneiden, so ist die Tangente jeder 
die Krümmungsaxe der andern und umgekehrt. Daher 
ist dieTangenten fläche der einen dieFlächederKrüm- 
mungsaxenund mithin die Evolutenfläche der andern. 
Die Fläche der Evolventen der einen ist die Fläche 
dcrEvoluten der andern. Nun ist die Curve der Krümmungs- 
mittelpunkte der Durchschnitt der Fläche der Krümmungsaxen mit 
der Fläche der Hauptnormalen , und da letztere Fläche bei den Cur- 
ven gemein ist, so ist jede von den beiden Curven die Curve 
der. Krümmungsmittelpunkte der andern. Aus ähnlichen 
Gründen ist auch jede die Curve der Mittelpunkte der 
Schmiegungskugeln der andern. Jede ist eine Planevolute 
der andern. Da die rectificirenden Ebenen einer Curve auf den 
Hauptnormalen senkrecht stehen und diese beiden Curven gemein 
sind, so folgt dass die rectificirenden Ebenen beider Curven parallel 
und dass also auch ihre Durchschnittslinien , die rectificirenden Ge- 
raden parallel sind. Daher ist die rectificirende Fläche der einen 
eine Cylinderfläche, wenn es die andere ist, also auch die eine Curve 
eine Helix, wenn es die andere ist. Da die Curven gemeinschaft- 
liche Hauptnormalen haben, so ist auch der Winkel der ganzen 
Krümmung für beide derselbe, die Contingenz- und Schmiegungs- 
winkel aber haben sie reciprok gemein; da sie gleiche Krümmungs- 
halbmesser haben so ist • 

o 

- = -'- ^= -^ oder also ds : ds =^dz :da = iq H ^= r : g. 
äx ^l da ^ "f 

Nun ist aber der Winkel ff, welchen die rectificirende Gerade der 
Curve C mit der Tangente bildet 
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yg O O O O 

,H = — — ff und also ds : ds= ig H = r : ^ , 

• o^ 

mithin ist r : ^ = ^ : r oder rr =z qq = ^'^ oder also r = — 

■ o 

und ebeno r = ^ 

d.h. 

DiBT S chmiegungsiialbmes ser der einen Curve ist 
die dritte Proportionale zum gemeinschaftlichen 
Krümmungshalbmesser und dem Schmiegungshalbmes- 
ser der andern. Die Schmiegungshalbmesser beider 
liefern ein constantes Produkt. Es ist ferner 

o 

O ^g dfi o 

R : R = — : — z=2 ds : d s = r : Q also Rg =: Rr oder weil 
r'.r= ^ ist: Rr^^ = RQ, 
Weiter sind die Abstände der rectificirenden Kanton 

O 

ds ® ds " . . ^ ds 
L = -7^ • sin ff y L = — ^ • 5m H, mithin L : L == ' ig ff z= 

^^ dli ds 
igff= — ig^ff=z ^ und p :Po = ^ ^in ff \ L sin ff =~» ig ff 

= -ig^H= — -,. 

§. 7. Auf der Fläche der Krümmungshalbmesser liegt ausser 
der primitiven Curve M und der Curve ihrer Krümmungsmittelpunkte 
noch eine dritte ausgezeichnete Curve, die Strictionslinie E die- 
sor Fläche. Da nämlich zwei aufeinanderfolgende Krümmungshalb- 
messer sich nicht schneiden, so gibt es auf ihnen zwei Punkte E, e 
kürzesten Abstandes ; ebenso liegen auf dem zweiten von ihnen und 
einem folgenden dritten zwei analoge Punkte if, e, desgleichen auf 
dem dritten und vierten die Punkte £f\ e von derselben Bedeu- 
tung u. s. f. Die Folge der Punkte E^ E! ^ Ef\ . . . , nämlich der 
Punkte kürzesten Abstandes jedes Krümmungshalbmessers von dem 
folgenden fällt in die Grenze mit der Folge der Punkte ^ , e\ e . . . , 
nämlich der Punkte kürzesten Abstandes jedes Krümmungshalbmes- 
sers von dem vorhergehenden zusammen. Sie bilden eine Curve, 
welche die Strictionslinie der Fläche genannt wird. Jede wind- 
schiefe Fläche hat eine Strictionslinie ; sie hat für diese Flächen un- 
gefähr die Bedeutung, welche die Gratlinien für die abwickelbaren 
Flächen hat. Sie bildet im Allgemeinen einen veränderlichen Win- 
kel mit den Erzeugungslinien. Ist der Winkel constant und ein 

3* 
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rechter, so hat die Fläche eine „orthogonale Striction", ist 
der Winkel Null , so fällt das Element der Strictionslinie und mit 
ihm seine Tangente in die Erzeugungslinie, die Erzeugungslinien 
sind also Tangenten an die Strictionslinie und die Fläche geht über 
in eine abwickelbare Fläche. Man kann also jede abwickelbare 
Fläche als eine windschiefe ansehen mit verschwindendem Strictions- 
winkel. 

Die kürzeste Linie zwischen zwei sich im Räume kreuzenden 
Geraden ist senkrecht zu beiden, nämlioh senkrecht zur Ebene, 
welche beiden parallel läuft. Nun ist die rectificirende Gerade senk- 
recht zu zweien aufeinanderfolgenden Krümmungshalbmessern oder 
senkrecht zur Ebene der ganzen Krümmung, daher ist der kür^ 
zeste Abstand zweier Krümmungshalbmesser parallel 
der rectificirenden Geraden und senkrecht zur Ebene 
der ganzen Krümmung. 

Sind E, e (Fig. 2l) die Punkte kürzesten Abstandes der Krüm- 
mungshalbmesser in den Punkten M, M\ M'D die rectificirende Ge- 

Yig, 21. TdidiQ und durch ME die 

Ebene ganzer Ej'ümmung 
parallel zu M' if geführt, 
welche die rectificirende 
Gerade in N rechtwinklig 
schneidet, so wird EN pa- 
rallel M' E' und der Win- 
kel MEN== dk, d. h. gleich 
dem Winkel der ganzen 
Krümmung. Man erhält daher für den kürzesten Abstand Ee der 
beiden Krümmungshalbmesser, den wir da nennen wollen: Ee^= 
M'Nzz^MM" .CosH, d.h. 

da = ds Cosff:= — ds :=z Rd6 = — dr =— dk 

r r r 

und für die Entfernung EM des Punktes E der Strictionslinie von 
der primitiven Curv« JJf , die mit u bezeichnet werden möge, aus der 
Gleichung MN == ds sin H= EM . dk (es steht nämlich die Ebene 
BNE senkrecht auf der rectificirenden Ebene, daher ist ^i»/iV^= 90^) 

ds . TT ds dr n • rr ' iTT ^* D2 .. ^ 

2/ i= 37- • stnH= —775- = BsinB ^= QStn^H= — , R^ ^= uo 
dk dk* ^ Q ^ 

d.h. 

Der Radius der ganzen Krümmung ist das geome- 
trische Mittel zwischen dem Krümmungshalbmessef 
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und dem Abstand .der Strictionslinie auf der Fläche 
der Krümmungshalbmesser von der primitiven Curve. 

* Hieraus folgt, dass u niemals grösser als R sein kann und da 
R niemals grösser als q ist, dass der Abstand der Strictionslinien nie* 
grösser als der Krümmungshalbmesser sein kann. Nun kreuzt die 
Tangente der Curve C der Krümmungsmittelpunkte die Tangente 
der Curve M rechtwinklig, projicirt man daher diese Tangente und 
die Linie Ee kürzesten Abstandes auf die rectificirende Ebene, so 
fallen die Projectionen mit der Binormalen und rectificirenden Ge- 
raden zusammen und es geht die Projection von Ee zwischen der 
Tangente* von M und der Projection der Tangente von C hindurch. 
Hieraus folgt, dass die Projectionen der Punkte Jif und C' auf irgend 
eine durch den Krümmungshalbmesser ME gehende Ebene auf ent- 
gegengesetzten Seiten von ME fallen, dass mithin E, die Projection 
von e auf die Ebene der ganzen Krümmung zwischen M und C lie- 
gen muss , 
d. h. « 

DiePunkte E kürzesten Abstand es auf den Krüm- 
mungshalbmessern liegen zwischen den Punkten der 
dnrve M und den Krümmungsmittelpunkten C. Die 
Strictionslinie liegt daher auf der Fläche der Krüm- 
, mungshalbmesser immer in dem Räume zwischen den 
Curven M und- C. 

Der Punkt JF theilt den Krümmungshalbmesser MC=q in einem 
leicht zu ermittelnden Verhaltniss. Es ist nämlich EM=:u = QSin^H 
und EC=Q — u = Q — Q sin^ B = Q Cos^ H ^ mithin 

EM ^orr r^ 
d.h. 

Das Verhaltniss der Entfernungen der Punkte kür- 
zesten Abstandes von den Punkten der Curven iJf und 
Cistgleich dem quadratischenV erhältniss desSchmie- 
gungsradius und Krümmungsradius. 

Wir fanden da z=i Rda =zz -^ dz = — dk. Hieraus folgt: 



da 
da 




R^- 


ds 
dk 


da 
dz 




Rq 
r 




da 
dk 


= 


r 
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Diese Linien , so wie die Länge u= — lassen sich sammtlich 

Fig. 22. in dem Cap. VI, §. 6 construirten Dreieck dar- 

stellen. 

Ist nämlich (Fig. 22) ^5 = 9, BC = r, 

80 Wird BD ^=^ R t= -— , AD ^= -^^=-r-. 

da r rft ' 

TMP ^^ 1 n ET ^ ^" 

DE = — := u und DF=: — = -rr- 
Q r dk 

Legt man durch die Linie Ee (Fig. 23) des kürzesten Abstan- 
Fig. 23. des zweier Hauptnorma- 

len eine Ebene Senkrecht 
zur ersten Hauptnormale, 
so steht sie senkrecht auf 
der Schmiegungsebene u. 
schneidet sie in einer Ge- 
raden E F, welche paral- 
lel der Tangente in M läuft. Eine Parallele M' V zur ersten Haupt- 
normalen MC wird von ihr in einem Punkte Fund die Ptojection 
MC der zweiten Hauptnormalen auf äer Schmiegungsebene in einem 
Punkte Q getroffen, sodass eQ senkrecht zur Schmiegungsebene ist. 
Da die Ebene VM'e die Richtung der Ebene der ganzen Krümmung 
hat, so steht Ee senkrecht auf ihr und das Dreieck Ee V ist also 
bei e rechtwinklig, und Winkel EeQ = ff. Nun hat man 

e Q =z M' e , dö = M' Q , d6z= ME . da^^uda 
QV~M' Q,d% = udx 




mithin 



Ferner ist 



und 



QV 



dt 
da 



r 
Q 



mithin 



oder 



eQ 

eQi = EQ,QV 

eO = M'0 .da=£M.dö 
EO = EC. dr 
F=EM .dr 

EM^ .da'^ = EC.EM . dv'^ 



E_M 
E 



C ~ \da) ~ 9« 



wie wir oben fanden. 

§. 8. Die Ebene der ganzen Krümmung schneidet die Schmie- 



gnngsebene im Krttmmangshalbmesser und bildet mit ihr den Win- 
kel -^ — H^ nämlich denselben Winkel, welchen die auf diesen bei- 
den Ebenen senkrechten Geraden, die rectificirende Gerade und die 
BinormahB miteinander bilden. 

Da die Ebene der ganzen Krümmung senkrecht zur rectifici- 
renden Geraden ist, so schneidet sie die rectificirende Fläche in 
einem Hauptnormalschnitt stärkster Krümmung, dessen Element 
MN (Yi^. 21) ist. Da ilfJ5^ Normale der rectificirenden Fläche und 
in dem Dreieck MEN die Linien ME und NE gleich sind, so ist E 
der Krümmungsmittelpunkt und ME = u der Krümmungshalbmesser 
dieses Schnitts, 

d.h. 

Die Strictionslinie ist der Ort der Mittelpunkte 

stärkster Krümmung für die rectificirende Fläche in 

den Punkten der Curve M, 

Die Ebene , welche durch die Linie kürzesten Abstandes und 
die rectificirende Gerade geht, ist senkrecht zur rectififtir enden Ebene, 
weil sie die Hauptnormale enthalt; nun ist die rectificirende Fbene 
Schmiegungsebene der rectificirenden Kante. Daher ist diese Ebene 
die rectificirende Ebene der rectificirenden Kante. Die Linie DE\ 
welche den Punkt der rectificirenden Kante mit dem entsprechenden 
Punkt der Strictionslinie verbindet, fällt in diese Ebene und da der 
folgende kürzeste Abstand E' E^' durch E' geht und die ihr parallele' 
rectificirende Gerade M" D' sich mit der vorhergehenden in D schnei- 
det, so ist die Gerade DE' die Durchschnittslinie zweier solcher Ebe- 
nen und also die Erzeugungslinie einer abwickelbaren Fläche, welche 
von jener Ebene berührt wird. Diese Fläche ist die rectificirende 
Flache der rectificirenden Kante und enthält also nach Cap. VI, 
§. 7. die Mittelpunkte stärkster Krümmung der rectificirenden Fläche. 
Nennt man den Ort der Mittelpunkte stärkster oder schwächster 
Krümmung einer Fläche eine Evolutenfläche jener, so ist die vor- 
liegende Fläche die zweite Evolutenfläche von der Tangentenfläche 
der Curve., 

Die Ebene der ganzen Krümmung erzeugt ebenfalls 
eine abwickelbare Fläche. Sie ist dieAsymptotenfläche 
d.er Fläche der Krümmungshalbmesser. Eine Ebene näm- 
lich, welche durch die Erzeugungslinie einer windschiefen Fläche 
und ihren kürzesten Abstand von der nächsten Erzeugungslinie ge- 
legt wird, ist Tangentenebene der Fläche in dem Durchschnittspunkt 
des kürzesten Abstandes mit der ersten Erzeugungslinie. Lässt man 
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nun diese Ebene sich um die Erzeugungslinie dreheiT, so bleibt sie 
immer Tangentenebene der Fläche, nämlich in dem Funkte der Erzen- 
gungslinie, in welchem diese von einem Perpendikel getroflFen wird, wel- 
ches in ihrem Durchschnittspunkt mit der folgenden Erzeugungslinie 
auf sie gefallt werden kann. Wird die Ebene senkrecht zum kürzesten 
Abstand, also parallel der folgenden Erzeugungslinie, so schneidet sie 
diese im unendlich fernen Punkte und ihr Berührungspunkt rückt 
gleichfalls ins Unendliche ; sie wird also eine Asymptotenebene der 
Fläche. Daher sind die Ebenen der ganzen Krümmung die Asymp- 
totenebenen der Fläche der Krümmunsghalbmesser. Da die Asymp- 
totenebene durch den unendlich fernen Punkt der folgenden Erzeu- 
gungslinie und die folgende Asymptotenebene durch diese Erzeu- 
gungslinie selbst, also auch durch deren fernen Punkt geht, so liegt 
dieser in beiden, d. h. die Erzeugungslinie der abwickelbaren Fläche 
der Ebenen ganzen Krümmung ist parallel dem Krümmungshalbmes- 
ser. Daher ist die Fläche selbst asymptotisch zu dieser. 

§. 9. Das Bogenelement EE! = ds der Strictionslinie folgt aus 
dem Dreieck EeE^^ in welchem Ee = da und eEf = M'E' — M'e 
= M' If — M E — du, nämlich. 

ds^ = da"^ + du^ 

oder weil da = ds CosH = — ds = Rda :=: — dr = — dk und 

r r r 



w :=! -- sin H 7=: JR sin ff = Q sin'^H = — 



\2 



ds'^ = {ds Cos fff + (d.Q sin'^ffy = JR^da^ + ^d.—\ 

Hat die Curve insbesondere gleichzeitig constanten KrÜmmungs- 
und Schmiegungsradius , ist sie also nach Cap. VI, §. 13 (VIII) ^e 
Helix auf einem Kreiscylinder, so ist c?w = 0, mithin ds = da = Rdc 
und es fällt dann das Element der Curve E in die Linie kürzesten 
Abstandes und da in diesem Falle die rectificirende Fläche der Cy- 
linder ist, so fallen alle Linien kürzesten Abstandes zusammen und 
die Curve E ist eine Gerade, und zwar findet das letztere ausschliess- 

lieh in diesem Falle statt. Allgemein ist rfw c= wenn — constant 

ist. Daher schneidet die Strictionslinie der Fläche der 
Hauptnormalen blos dann die Hauptnormalen recht- 
winklig, wenn das Quadrat des Radius der ganzen Krüm- 
mung proportional dem Krümmungshalbmesser ist. 

§. 10. Wir suchen jetzt den Neigungswinkel der Tangente der 
Strictionslinie gegen den Krümmungshalbmesser, gegen die rectifi- 



cirende Gerade , gegen die Tangente und Binormale der Carve M^ 
Bo wie gegen die Tangente der Carve C\ sie seien der Keihe nach 
''79 '^9 9^9 X'i ^* ^^ ^^® Tangente von E in die Ebene fällt, welche 
durch den Krümmungshalbmesser und die rectiflcirende Gerade geht 
und diese Ebene senkrecht steht auf der Ebene der ganzen Krüm- 
mung, 80 ist eine aus der Tangente EBf^ dem Krümmungshalbmesser 
ME und der Projection NE des folgenden Krümmungshalbmessers 
auf die Ebene der ganzen Krümmung gebildete Ecke (Fig. 24) recht- 
winklig und daher 

Ee^ da ^^ ds CosH 

^'^~7E'~d^~ d{Q8in^B) ' Fig. 24. 

Daher ist r} zugleich die Neigung 
der Tangente von E gegen die Ebene 
der ganzen Krümmung. Die Neigung O 
gegen die rectificirende Ebene ist of- 
fenbar 

Um die Winkel g? und % zu finden, ziehen wir durch E Linien 
ET, EB (Fig. 25) parallel der Tangente Fig. 25. 

und Binormale (oder Krümmungsaxe) von D 

M und erhalten sofort 

Cos (p = CosH . sin f} , Cos % sin H . sin iy. ^ 

Den Winkel i\) endlich erhält man aus 
einer Ecke, gebildet von der Taugente EE' 
(Fig. 26), der Linie kürzesten Äbstandes E 

der beiden Hauptnormalen und einer Linie parallel zur Tangent der 





Fig. 26. 



a;-E 



Curve C In dem dieser Ecke entsprechenden 
sphärischen Dreiecke E, DC' iBt E' D = — — i^, 

dB = ^, nämlich gleich dem Winkel zwischen 
der Tangente der Curve C und der rectificiren- 

den Geraden (§. 3), und Winkel (iBE' = \ — H, 

weil die Tangente von C in der Normalebene von 
M und die Tangente von E in der Ebene liegt, 
welche durch die Hauptnormale und die rectifici- 
rende Gerade geht und diese Ebenen, da sie senkrecht zur rectifici- 

renden Ebene sind, miteinander denselben Winkel — ^ — H bilden, 

der von der Binormalen und rectificir enden Geraden gebildet wird. 
Daher ist 




oder weil 
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Cos ilf == Cos^ smti — sin ^ Cos tj , sin ff 



Cosl = Cos(jL . stnH = ^ , stn^l =1 — *- = *"l':5 + "2) 



ist: 



Cos 1/; == ( Cos (i sin ri — sin^ Cos iq ) sin H 
= ~ (sin 71 j j/7{*Q^ + hm^ . Cosrn . 

Für die Curve von constantem Krümmungshalbmesser wird ins- 
besondere wegen ft = 0, Ä = 0, Ä = ^ 



Cos tj) = ^ (jsin 71 — Cos ti) ; 

für die Helix des Kreiscylinders ist: 

ds Cos H 

Sinti = 1, CosTj = 
also 

Cos tl) = — 
Q 

constant, und zwar da — = sin ff, so wird i/; = — -— f*, wie übrigens 

leicht aus dem Früheren erhellt. 

§. 11. Die Curven constanten Krümmungshalbmessers ^ be- 
sitzen nach §. 6 die Eigenschaft, dass sie die Fläche der Haupt- 
normalen mit der Curve ihrer Krümmungsraittelpunkte gemein ha- 
ben. Sie bilden nur eine Spezies einer grösseren Curvengattung, 
deren Hauptnorraalen zugleich Hauptnormalen anderer Curven sind. 
Hinsichtlich einer windschiefen Fläche sind nämlich überhaupt die 
vier Fälle möglich : entweder es gibt keine einzige Curve auf ihr, 
deren Hauptnormalen sie enthält, oder sie ist Fläche der Häuptnor- 
malen einer einzigen Curve oder ihre Erzeugungslinien sind die 
Hauptnormalen blos von zwei Curven oder sie sind es gleichzeitig 
für unendlich viele Curven. Die Bedingungen hiefür sind von Ber- 
trand *) aufgefunden und von Sei*ret **) , Voizot ***) und Curtis t) 



*) Bertrand, M^m. sur la theorie des courbes ä double courbure. Journ. 
des Mathem. T. XV. p. 332. 

**) Serret, sur un theoreme reliatif aux courbes h. double courbure. 
Journ. des Math. T. XVI. 

***) Voizot, Note ^ur la theorie des courbes k double courbure. Ibid. 
T. XV. p. 481. 

\) Curtis, sur la surface engendree par les normales principales d'une 
courbe ä double courbure Ibid. ir^me, Serie T. I, p. 223. 
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einfacher bewiesen worden ^nachdem schon Graves bereits einen 
Isleinen Irrthum Bertrands bWichtigt hatte. 

Sind nämlich MM' M" ,.. und NN' N" ,.,. zwei Curven einer 
windschiefen Fläche, deren gerade Erzeugungslinien MN^ M' N\ 
M"N'\ ... gleichzeitig Hauptnormalen beider Curven in den Punk- 
ten M und iV, M' und N\ M" und N'\ .... sind, so haben beide Cnr- 
yen offenbar auch die sämmtlichen Ebenen der ganzen Krümmung 
gemein, und besitzen parallele rectificirende Ebenen und rectifici- 
rende Geraden. Daher bilden auch" zwei rectificirende Geraden 
der einen Curve denselben Winkel dH^ wie die ihnen parallelen recti- 
ficirenden Geraden der andern, d. h. es sind die Aenderungen der 
Winkel IT, H^, welche ihre Tangenten mit den rectificirenden Gera- 
den bilden, absolut genommen gleich, nämlich dH = + dB^; wobei 
sich die Zeichen + auf ein gleichzeitiges Wachsen und Abnehmen 
beider oder ein Wachsen des einen und Abnehmen des andern be- 
ziehen. Daher ist also d(jB + H^) = 0, also H + H^, constant über 
die beiden Cufven hinweg. Legt man nun durch die gemeinsame 
Hauptnormale MN und die Tangente in M die Schmiegungsebene 
und durch dieselbe Hauptnormale und die Linie ihres kürzesten Ab- 
standes von der folgenden Hauptnormalen die Ebene , welche durch 
die rectificirende Gerade in M geht, so bilden diese Ebenen, da sie 
senkrecht auf der rectificirenden Ebene des Punktes i^f stehen, mit- 
einander den Winkel ff. Ebenso bildet die Schmiegungsebene von 
N mit jener Ebene den Winkel ff^. Daher gibt ff + ff^^ den Winkel 
der Schmiegungsebenen beider Curven und folglich den Winkel an, 
unter welchem sich die Tangenten in M und N kreuzen. Dieser 
Winkel ist also constant, 
d. h. : , 

Haben zw ei Curven ,3/ und N gemeinschaftliche 
Hauptnormalen, so kreuzen sich ihre Tangenten in den 
Punkten, die derselben Hauptnormale angehören, un- 
ter constantem Winkel. 

Da die beiden Curven die Hauptnormalen gemein haben, so ist 
auch der Winkel der ganzen Krümmung in den Punkten, in wel- 
eben sie von derselben Hauptnormalen getroffen werden , derselbe. 
Ist dieser dk^ so ^ird, da die Tangenten in ^und iV auf der Haupt- 
normale MN senkrecht stehen, M' N' = MN . Cos dk, d. h. M' N' 
= MN] ebenso M" N'' = M'N' u. s. f., 
d.h. 

Zwei Curven, welche gemeiuschaftliche Haupt- 
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normalen besitzen, haben constanten Abstand von- 
einander. ^ 

§. 12. Es sei C der Krümmungsmittelpunkt der einen Curve M^ 
also '^MCM' = dx^ -^CM' N' = da und a der constante Abstand 
MN=^M' N' beider Curven; in N construiren wir die rectificirende 

Fiff. 27. Ebene, welche auf Jlf'Cden 

Punkt Q bestimmte Da diese 
Ebene senkrecht zur Haupt- 
normalen NM ist, so steht sie 
senkrecht auf der Schmie- 
gungsebene MCJif des Punk- 
tes M und äsiM'C die Projection der folgenden Hauptnormale M'N' 
auf diese Schmiegungsebene ist, so wird QN' senkrecht zur Schmie- 
gungsebene und also -^NQN" und -^N' QM' gleich 90®. Ausserdem 
wird QN parallel MM' und es ist also ^if NQ der constante Win- 
kel , unter welchem sich die Tangenten der beiden Curven kreuzen. 
Setzen wir die Cotangente dieses Winkels gleich c,*so ist 

NQ 

N'Q ~ ^' 

Aus den Dreiecken NCQ und M' Q N' folgt aber wegen MN = M'N' 

= M'0 = a 

NQ= +{q — a) dt, NQ = ada, 

daher wird 

, p — a dv 

+ ~ 3- = c 

— a da 

dii 9* 

oder weil — = — ist , w^enn r den Schmiegungshalbmesser von M 
bedeutet, wenn man ein wenig transformirt, 

1 = 1 + - 
a 9 — r 

oder, wenn 
gesetzt wird 

Q r 

Dies ist die von Bertrand gefundene Relation: 
Wenn die'Hauptnormalen einer Curve M zugleich 
Hauptnormalen einer andern Curve iV «ein sollen, so 

muss zwischen den beiden Krümmun£:en — , — der Curve 

M eine lineare Relation bestehen. 

Man sieht leicht, dass wenn umgekehrt diese Bedingung erfüllt 
ist, die Curven gemeinschaftliche Hauptnormalen haben. 
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. Wäre man 'umgekehrt von der Cnrve N auBgegangen und hätte 
i M die rectificirende Ebene construirt und dort die Constructionen 
QSgefiihrt , die wir an N vorgenommen , so hätte man erhalten 

— a t b 
1 = + - 

o pj , Tj für iV dieselbe Bedeutung haben , wie Qy r für M. 

Die Curven constanten Krümmungshalbmessers entsprechen 
öm Falle c = , k= 0; für sie ist ^ == a und der Winkel , den die 
angenten miteinander bilden, ein Rechter. Für c=l wird b=a und 
ner Winkel 43^. Die Bedingungsgleichung geht über in 

ö 9 r ' 

t genügen also auch die Curven , für welche die Summe der bei- 
m ersten Krümmungen constant ist, der Aufgabe. 

§. 13. Man kann die Bedingungsgleichung für die Curve M des 
»rigen §. auch so schreiben 

ds==:adt + bda 

id analog für die Curve N 

ds^ = ddt^-\'bdai\ 

)rbindet man hiemit die Bedingung 

dx^ + da^ = dr^^ + do^ = dk'^ 

kann man mit Hülfe dieser drei Gleichungen ds^y dx^y da^y also 
ich 9j, Tj, für die Curve N durch die entsprechenden Grössen der 
irve M und a und b darstellen. Man findet : 



ds^ = ya^ -j- ^8 . d(S 
^-ada-^-bäT adx-^-bda 

_^dsx^ {a^ + b^)da r« 

"^ </t, bdx — ada b a 



er wegen 



qr r^ 



d ebenso 



n 



_ f^(;-f)' 



9\ = 
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§. 14. Uebrigens kann man auch einige dieser Ausdrücke di- 
rekt durch geometrische Betrachtungen erhalten. Insbesondere ist z.B. 



Bildet man zu dieser Gleichung 
die entsprechende 

rfs2^(a2 4.ft2)^<y^2 g 

so erhät man durch Combination derselben 

— * —^ z=z fr + h^ 
da doi 

d. h. 

r . Tj = «2 -f. ^2^ 

Es ist also das Produkt der Schmiegungsradien 
beider Curven constant. 

Ferner ist, wenn /?, 7?j die Radien der ganzen Krümmung der 

Curven bedeuten 

^is j^ dSi p 

Tk— ^' ~dk—^^' 
daher 

ds : (/5j = Ä : 7?j 
d.h. 

Die Bogenelcmente beider Curven verhalten sich, 

wie die Radien der ganzen Krümmung. 

§. 15. Aus den beiden Gleichungen 

g r 

9i n 

folgt noch wegen — = r, wenn man mit a dividirt und sie dann sub- 
trahirt : 



Eliminirt man 5, so kommt 



a 





L 1 






Q 9\ 
r r, 


• 


l . 

Q 


.i + 1. 


j 

r 



§. 16. Gibt es auf einer windschiefen Fläbhe drei 
Curven MM'M" , NN'N'\\,.^ KK'K" ,,,^ für welche die 
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Erzengnngslinien derselben gleichzeitig die Haupt- 
normalen sind, so haben die Curven constanten Krüm* 
mungs- und Schmie- Pj^ 28. 

gungshalbmesser und 

sind folglich (Cap. * -^/'•-=r-^~~-___Ä' JV" 
VI. §. J3 [VIU]) He- 
lixe von Kreiscylin- M 
derm ^ ^ 

Sind nämlich MN ^ M'N' = M'Q — a und MK= M'K' = MS 
= a die constanten Abstände der Curven N und K von der Curve 
ilf und haben S und Q dieselbe Bedeutung, welche jß in §. 12 hatte, 
so sind auch die drei Verhältnisse 

.9A" yp ^ 

eonstant. Das erste ist nämlich die Tangente der constanten Nei- 
gung der Curve K gegen die Curve iV, das zweite ist gleich iiT77; = — 

Jrl iS (i 

utid das dritte gibt die Contangente der Neigung der Curve N gegen 

die Curve M an. Daher ist auch der Werth ihres Produkts , nämlich 

das Verhältniss 

NQ 

SK 
eonstant. Nun sind aber iVjp und. Si^ parallel MM\ weil sie die 

Durchschnitte der drei parallelen rectificirenden Ebenen der drei 

iV c 
Cufrven mit der Schmiegungsebene von M sind, daher ist auch -^— 

A C 
und folglich auch , 1 — j^ d. li. 

A.V 
KC 

eonstant. Es ist aber KN=a — a', daher muss KC und folglich 
auch MC = KC -{- a eonstant sein; d. h. es ist der Krümmungshalb- 
messer 3IC zz=Q der Curve M eonstant. Ebenso ergibt sich, dass die 
Krümmungshalbmesser der beiden andern Curven eonstant sein 
müssen. 

Weiter ist aber 

SK KC , dx Q — a dt 

• . SK' ~ M'K' , da ~~ir~' ' da 

und da dies Verhältniss nach §. J2 eonstant ist, so folgt, dass auch 

dr r 

da Q 
und da q bereits eonstant ist, auch r eonstant sein muss. Ebenso für 
die beiden andern Curven. 
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Die drei Curven sind demnach Hell xe auf Kreiscylindern und die 
Fläche ihrer gemeinschaftlichen Hauptnormalen ist mithin ein wind- 
schiefes Helicoid , dessen E^zeugnngslinien alle einer Ehene parallel 
la&fen. Auf diesem Helicoid gibt es nun«nnzählig viele Helixe, näm- 
lich jeder um die gerade Strictionslinie derselben mit beliebigem Ra- 
dius beschriebene Kreiscylinder schneidet das Helicoid in einer sol- 
then Curve und für alle diese ist dasselbe gemeinsame Fläche der 
Hauptnormalen; daher folgt weiter: 

Gibt es auf einer windschiefen Fläche drei Curven, 
für welche sie gemei)ischaftli,che Fläche der Haupt- 
normalen ist, so gibt es unendlich viele und ist die 
Fläche ein Helicoid; sowie: 

Das windschiefe Helicoid ist die einzige Fläche 
auf welcher es mehr als zwei Curven gibt, für welche 
die Erzeug'ungslinien der Flä«che gemeinschaftliche 
Hauptnormalen sind. 

Auf einer beliebigen windschiefen Fläche, welche nicht Heli- 
coid ist, gibt es also höchstens zwei Curven von der erwähnten 
Eigenschaft. Bertrand hatte den Satz aufgestellt, dass es unmöglich 
sei , dass §ine windschiefe Fläche für zwei verschiedene Curven zu- 
gleich Fläche der Hauptnormalen sei, wenn die Strictionslinie der 
Fläche die Erzeugungslinie rechtwinklig schneide. Graves hat die- 
sen Satz berichtigt. Das Helicoid hat in der That eine Gerade als 
Strictionslinie , welche die sämmtlichen Erzeugungslinien rechtwink- 
lig schneidet. 



I . 



Cap. vm. 

Die Fläche der Binormalen. 



§. 1. Nach Cap. I. §. 9 erzeugen die Binormalen einer Curve 
M eine windschiefe Fläche , auf welcher die Curve selbst liegt und 
den Durchschnitt derselben mit der Fläche der Hauptiformalen und 
der rectificirenden Fläche darstellt. Die Curve schneidet die Bi- 
normalen unter rechten Winkeln und da zwei aufeinanderfolgende 
Binormalen auf den zugehörigen Schmiegungsebenen senkrecht 
stehen und diese sich in der Tangente der. Curve schneiden , go 
stehen sie auch beide auf dieser senkrecht. Es ist daher die 
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Tangente der Ciirve M die Linie kürzesten Abstan- 
des zweier aufeinanderfolgender Binormalen. Da dies 
von jeder Tangente gilt und diese sich in den Punkten der Curve 
schneiden, so folgt, dass die Curve 7J/ die Strictionslinie 
der Fläche ihrer Binormalen ist und dass die Fläche 
der Binormalen stets eine orthogonale Striction hat. 
Umgekehrt ist jede windschiefe Fläche mit orth ogonaler 
Strictionslinie die Fläche der Binormalen dieser 
Curve. Denn jede Erzeugungslinie steht senkrecht auf der Linie 
ihres kürzesten Abstand es von der vorhergehenden und gleichzeitig 
senkrecht auf der Linie ihres kürzesten Abstandes von der folgen- 
den Erzeugungslinie. Daher steht sie senkrecht auf beiden, also 
auch auf der Ebene beider. Da diese Linien aber Tangenten der 
Strictionslinie sind, so ist ihre Ebene die Schmiegungsebene dieser 
Curve und folglich die Erzeugungslinie der Fläche im Punkte der 
Strictionslinie senkrecht auf deren Schmiegungsel^ene, d. h. die Bi- 
normale. 

§. 2. Die Binormalen einer Curve sind parallel den Krüm- 
raungsaxen derselben und die Normalebenen sind senkrecht zu den 
Linien kürzesten Abstandes der Binormalen. Daher sind die Nor- 
malebenen Tangentenebenen an die Fläche der Binormalen in un- 
endlich fernen Punkten , d. h. Asymptotenebenen und folglich sind 
die Fläche der Krümmungsaxen und die Fläche der 
Binormalen Asymptotenflächeji von einander. (Vgl. 
Cap. Vir. §. 8.) 

§. 3. Die rectificirenden Ebenen der Curve sind Tangentenebe- 
nen der Fläche in den Punkten der Curve, daher ist die rectifi- 
cirende Fläche der Fläche der Binormalen längs der 
Curve umschrieben. 

§. 4. Ist die Curve eben, so geht die Fläche der Binormalen in 
einen Cylinder über, welcher mit dem rectificirenden Cylinder zu- 
sammenfällt; ist die Curve sphärisch, so sind die Binormalon alle 
parallel den Erzeugungslinien eines Kegels. 
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Cap. IX. 

Die Schmiegungslielix. 



§. 1. Eine Curve, welche gegen die Linien schwächster oder 
stärkster Krümmung einer Fläche unter constantem Winkel geneigt 
ist, heisst eine Loxodrome der Fläche. Ist die Fläche eine Cylin- 
deriläche, deren Erzeuguugslinien das System der Linien schwäch- 
ster Krümmung bilden, so wird sie auch eine Schraubenlinie, 
Schneckenlinie oder eine Helix genannt. Den vorhergehenden Ca- 
piteln zufolge haben die Helixe , welche auf beliebigen Cylinderflä- 
chen liegen folgende Eigenschaften: 

1. Die Cylinderfläche ist rectificirende Fläche der Helix, die 
Ebenen der ganzen Krümmung sind sämmtlich untereinander und 
die Hauptnormalen ihnen parallel; die Hauptnormalen sind Norma- 
len des Cylinders. 

2. Die Verhältnisse der Radien q^ r^ R sind constant, nämlich 

9 ^ g r ' 

wenn a den constanten Neigungswinkel der Helix gegen die Erzeu- 
gnngslinie des Cylinders bedeutet. 

3. Die Verhältnisse des Contingenz-, Sclimiegungs- und des 
Winkels ganzer Krümmung sind constant, nämlich 

dt . da ^ dr ^ 

rf* =*"•«' dk^^"'"^ -dä = '^'* 

und dk ist zugleich der Winkel der Projectionen zweier Krüm- 
mungshalbmesser auf die Ebene ganzer Krümmung, mithin der Con- 
tingenzwinkel des Orthogonalschnitts der Fläche (Linie stärkster 
Krümmung). 

4. Die Bogenelemente ds der Helix und f/.<?(, dos Orthogonal- 
schnitts stehen in dem Verhältniss 

ds 1 



dsQ sin a 

5. Daher stehen die Krümmungshalbmesser (», Q^^ der Helix und 
des Orthogonalschnitts in dem Verhältniss 

9_ 1 
9o sirra 
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und es ist mithin 

^ 9o ^ 9o p Qo 

— —7-5 — ♦ r — — : 7^ > n — — : — • 

^ strra tnn a Cos a sin a 

6. Der kürzeste Abstand zweier Krümmungshalbmesser ist die 
Projection des Bogenelementes auf die Erzeugungsliuie des Cylin- 
ders, nämlich 

daz=^ ds , Coscc = ds^ . Coiga = Q^^ Colga . dk. 

7* Die Entfernung u der Linie kürzesten Abstandes zweier 
Krümmungshalbmesser von dem Punkte der Curve ist 

d. h. • • 

Die Linie kürzesten Abstandes geht durch die Punkte der Evo- 
lute des Orthogonalschnitts und das Bogenelement der Strictionslinie 
der Fläche der Hauptnormalen hat das Bogenelement der Evolute 
zur Projection. Daher ist das Bogenelement der Strictionslinie durch 
die Gleichung gegeben 

dJ'^ = Qq^ Coig^a . dk'^ + dQ^^^ 

und die Tangente seiner Neigung gegen die Hauptnormale ist 

ds Cosa dsa r^ . 

^ ' d{QSin^a) dQQ ^ 

8. Der Abstand des Mittelpunktes der Schmiegungskugel von 
dem Krümmungsmittelpunkte ist 

7^ dg dQo 1 

da ,dk si?i^a Cos a * 

der Radius der Schmiegungskugel 

^* = -V 1/0 2 -4- / ^^0 V 
sinket ^ ^0 -r \dkCosa) 

und die Tangente seiner Neigung gegen die Schmiegungsebene : 

. h^ 1 rfgp 

^^ 9 ^0 Cos a dk 

§. 2. Hieraus folgt noch insbesondere , wenn die Cylinderfläche 
im Kreiscylinder, also q^ constant ist neben den Sätzen I — 6. 

7*) ds = dcc = ds Cosa^ rj =90^; mithin ist die Strictionslinie 
die Axe des Cylinders. , 

§. 3. Hat eine Helix auf einem Kreiscylinder mit einer Curve 
M doppelter Krümmung drei aufeinanderfolgende Punkte gemein, 
so hat sie auch die Tangente, Schmiegungsebene, Hauptnormale, 

6* 
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rectificirende Ebene und den Krümmungskreis tnit ihr gemein. Vier 
Punkte von ihr können aber nicht mit vier Punkten der Curve zu- 
sammenfallen , ohne dass die Curve M spezielle Eigenschaften ej- 
langt. Denn dann müssten auch die Schmiegungskugeln zusammen- 
fallen, was nicht angeht, da bei der Cylinderhelix der SchmieguDgs- 
kugelmittelpunkt mit dem Krümmung8mittclp,unkt zusammenfallt, 
was bei einer beliebigen Curve M im Allgemeinen nicht der Fall ist. 
Es kann also die Cylinderhelix die Curve M im Allgemeinen nicht 
in der dritten Ordnung berühren. Allein durch drei Punkte ist die 
llelix noch nicht bestimmt. Sind nämlich iü/, M\ M" die drei Punkte, 
zieht man durch sie drei Gerade, welche gleiche Neigung gegen die 
Tangenten MM' und M'M" haben und schneidet sie durch eine 
Ebene senkrecht zu ihrer Richtung , so erhält man drei neue Punkte, 
Velche einen Kreis bestimmen, den man als Orthogonalschnitteines 
Cylinders ansehen kann, auf welschem es offenbar eine Helix gibt, 
welche durch jene drei Punkte geht. Da man aber unendlich viele 
Richtungen finden kann, welche gegen die Tangenten in M und M 
gleich geneigt sind , so ist der Cylinder und mit ihm die Helix unbe- 
stimmt und gibt es eine ganze Schaar Cylinder und Hclixe , welche 
durch die drei Punkte gehen und also die Curve in der zweiten Ord- 
nung berühren. Unter diesen Cylindern gibt es aber einen, von wel- 
chem eine Erzeugungslinie mit der rectificirenden Geraden zusam- 
m'enfällt , denn diese ist eine Linie , welche gegen zwei Tangenten 
der Curve gleich geneigt ist, weil durch Abwickelung der rectifici- 
renden Fläche die Curve in eine Gerade übergeht. Die Helix, wel- 
che auf diesem Cylinder liegt, hat mit der Curve nicht blos die rec- 
tificirende Ebene des Punktes M ^ sondern auch die rectificirende 
Ebene des folgenden Punktes M' gemein, welche diese in der recti- 
ficirenden Geraden schneidet, sie hat folglich mit der Curve auch 
die Richtung der zweiten Hauptnormale gemein, wenn auch nicht 
den Krümmungskreis des Punktes M\ Sie schmiegt sich daher der 
Curve enger an , als alle andern Helixe , welche sie in der zweiten 
Ordnung berühren und ihre Berührung ist, wenn man so sagen will 
von einer Ordnung, welche zwischen die zweite und dritte Ordnung 
fällt. Die HqHx eines Kreiscylind ers, welche mit der 
Curve drei aufeinanderfolgende Punkte ikT, M\ M" und 
die rectificirende Gerade in i>/ gemein hat, nennen wir 
.die Schmiegungs helix der Curve im Punkte M. 

§.4. Die Schmiegungshelix hat mit der Curve nicht 
bl.os den Krümmungshalbmesser, sondern auch den 
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Schmiegnngshalbmcsscr gomein. Ist nämlich a der con- 
Btaoto Winkel, unter welchem die Helix die Erzengungslinien des 
Cylinders schneidet und H die Neigung der rectificirenden Geraden 
der Curvo gegen die Tangente, so ist, weil diese Geraden zusam- 
menfallen sollen a = ir. Sind nun p, r, p„, r^^ die entsprechenden 
Kadien der Krümmung und Schmiegung der Curve M und der Helix, 
so ist 

und folglich 

Q 9o 
und da wegen des beiden Curven gemeinsamen Krümmungskreises 

§. 5. Da die rectificirende Gerade die Erzeugungslinie des 
Cylinders ist, auf welchem die Helix liegt, so fällt der Orthogonal- 
schnitt derselben in die Ebene der ganzen Krümmung. Daher ist die 
Helix bestimmt, sobald der Radius a dieses Orthogonalschnitts be- 
kannt ist. Dieser findet sich aber aus der Gleichung 

"" = ^ (§. 1. Nr. 5.) 



sin^cc 
wegen cc =^ H^ als : 

a =z Q sin^H = — = m. 

9 

Die Schmiegungsebene schneidet den Cylinder in einer Ellipse , wel- 
che q zum Krümmungshalbmesser hat. 

§. 6. Die rectificirende Fläche ist der Ort der Erzeuguugslinien 
der Cylinder, auf welchen die Schmiegungshelixe liegen. Die Axen 
dieser Cylinder sind die Linien kürzesten Abstandes der Hauptnor- 
malen und bilden eine Fläche, deren Erzeugungslinien den rectifici- 
renden Geraden parallel ist. Diese Fläche ist windschief und asym- 
ptotisch zur rectificirenden Fläche. 

§. 7. Zufolge §. 3 muss die Erzeugungslinie eines Kreiscylin- 
ders, welcher die Curve in der zweiten Ordnung berühren soll, 
gleiche Neigung gegen zwei aufeinanderfolgende Tangenten der 
Curve haben. Der Ort aller solcher Geraden i§t eine Ebene, welche 
senkrecht auf der Schmiegungsebene steht und den Contingenzwin- 
kel halbirt. Diese Ebene fällt in der Grenze mit der rectificirenden 
Ebene zusammen. Daher: 

Der Ort der Erzeugungslinien der Cylinder, wel- 
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che eine Curve doppelter KrümmuDg in der zweiten 
Ordnung berühren, ist die reo tificir ende Ebene. 

Unter der Schaar dieser Oylinder ist einer, dessen Erzeugnngs- 
linie mit der Binormalen zusammenfällt , er geht durch den Krüm- 
mungskreis und ist bereits oben Cap. V , §. 10 erwähnt worden und 
einer, dessen Erzeugungslinie die Tangente ist, er fallt mit der 
Schmiegnngsebene zusammen. Macht die Erzeugungslinie mit der 
Tangente einen Winkel |3, so ist der Contingenzwinkel des Orthogo- 

nalschnitts -r-ö und sein Bogenelement dssinß^ folglich der Radius 

derselben — sin^ß oder q sm^ß. Für j5 = 90® erreicht dieser Aus- 
druck sein Maximum. 



Cap. X. 

Die cyclificirenden Flächen. 



§. 1. Die rectificirende Fläche ist die abwickelbare Fläche, 
welche durch die Curve hindurchgeht und bei ihrer Abwickelung 
dieselbe in eine Gerade transformirt. Das Problem, die rectificirende 
Fläche einer Curve zu finden, ist nur ein spezieller Fall eines allge- 
meineren, welches verlangt, durch die 'Curve eine abwickelbare 
Fläche zu legen , durch deren Abwickelung dieselbe in einen Kreis 
von gegebenem Eadius A oder wenigstei^s ein Bogen der Curve in 
einen Kreisbogen von diesem Kadius übergeht. Eine solche Fläche 
nennen wir eine cyclificirende Fläche der Curve, ihre Tan- 
gentenebenen die cyclificirenden Ebenen und ihre Erzeu- 
gungslinien die cyclificirenden Geraden derselben*). 
Wird der Kadius ^ r= oo , so geht der Kreis in eine Gerade und die 
cyclificirende Fläche in die rectificirende über. 

Zunächst ist leicht zu zeigen , dass die cyclificirende Fläche fär 
den Kadius A nur dann möglich ist, wenn A nicht kleiner , als der 
grösste Krümmungsradius der zu transformirenden Curve oder des zu 



*) Cf. Möllns, de la snrface d^v^Ioppable passant par nne coarbe 
donnee quelquonque, et qui, par son d^v^oppement , transformerait cette 
courbe en un arc de cercle de rayon doune'. Journ. d. Math. II>*me S^ric. 
T. I. p. 265. 
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transformirenden Tbeiles derselben ist. Sind nämlicb (Fig. 29) MG, 
IH'G\ M"G'' die drei durch die Punkte iJf, M\ M' gehenden cyclifi- 
cirenden Geraden und dreht man das 
iFlächenelement M'GM" um die Ge- 
rade ilf'G um, bis es mit dem Flächen- 
elemente M'GM in eine Ebene fallt, 
ßo gelangt die Tangente M'T' in die 
Lage MU und geht der Contingenz- 
winkel TM'T' = dx der Curve dop- 
pelter Krümmung in den Contingenz- 
winkel TM'i = dx^ der transformir- 
ten ebenen Curve, des Kreises, über. Bei dieser Bewegung beschreibt 
die Tangente M'T' das Element eines geraden Kegels um M'G als Axe 
und da dessen Ebene T'M'i demzufolge senkrecht steht auf der Ebene 
TM'G, so bilden die drei Tangenten M'T, M'T' und iJf'/ eine an 
der Kante M'i rechtwinklige Ecke und ist mithin <^ TM'T' nicht 
kleiner als <^ TM'i, d. 'h. dx nicht kleiner als dx^ und da das Bo- 
genelement MM' = ds hiebei nicht alterirt wird, so folgt aus den 
Gleichungen 

, äs j äs 

dx = — , ax* == —7, 
Q ^ A 

worin ^ den Krümmungshalbmesser in itf^ bedeutet, dass^ nicht kleiner 
als Q sein kann. Da dies in allen Punkten der Curve M gilt , so folgt, 
dass die Transformation nur insoweit möglich , also die cyclificirende 
Fläche nur insoweit existiren kann , als der gegebene Radius Ä nicht 
kleiner als alle in Frage kommenden Krümmungshalbmesser ^, d. h. 
nicht kleiner als der grösste unter ihnen ist. 

§. 2. Um den Neigungswinkel i der cyclificirenden Ebene ge- 
gen die Schmiegungsebene der Curve M zm finden, beschreiben wir 
um M' mit der Einheit als Eadius eine Kugel. Auf ihr bestimmen 
die Tangenten MT, M'T' und die cyclificirende Gerade M'G ein 
sphärisches Dreieck ^^C, in welchem ^A=-i ist und C den un- 
endlich kleinen Winkel darstellt, den die cyclificirende Ebene AM'C 
mit der folgenden cyclificirenden Ebene -PiJf'C bildet. Ein Perpen- 
dikel BP von der Ecke B auf die gegenüberliegende Seite ÄC ge- 
fallt, theilt diese so, dass JPC==-&Cund AP=dx^ wird. Daher 
folgt aus dem unendlichkleinen bei P recht winklichen Dreieck ABP, 
in welchem ABt=^dx ist 

n • dz* 

Cos t =^ -3-i 

dx 
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1111(1 folglich mit Hülfe der vorigen Wertlie für dt und dt^: 

Cosi = -^, 
A 

d.h. 

Die cyclificirendo Ebene bildet mit der S'chmie- 
giingsebene der Curve einen Winkel, dessen Casinus 
durch das Verhältniss des Krümmungshalbmessers der- 
selben zum Kadius der transformirten Curve angege- 
ben wird. 

Man sieht hieraus j dass der Winkel i im Allgemeinen variabel 
und nur bei den Curven von constantem Krümmungshalbmesser con- 
ßtant ist. Legt man durch alle Tangenten der Curve M Ebenen, 
welche unter dem Winkel i gegen die Schmiegungsebenen geneigt 
sind, so sind sie die cyclificirenden Ebenen, schneiden sich in den 
cyclificirenden Geraden und erzeugen als Enveloppe die cyclifici- 
rendo Fläche. Nun gibt es aber durch jede Tangente zwei Ebenen, 
welche mit der Schmiegungsebene den Winkel i bilden, daher gibt 
es für jeden Werth von A^ für welchen das Problem möglich ist, zwei 
cyclificirendo Flächen. Für A=.-oo fallen beide Flächen in eine 
zusammen , nämlich in die rectificirende Fläche. Ist Qq der grösste 
Krümmungshalbmesser der zu transformirenden Curve , so sind cycli- 
ficirendo Flächen blos möglich für alle Werthe von A zwischen ^^ 
und oo. Ist der grösste Krümmungshalbmesser Qq = oo^ so muss 
^ = 00 werden, es gibt dann nur eine cyclificirendo Fläche, nämlich 
die rectificirende, welche die Curve in einen unendlichgrossen Kreis, 
nämlich in eine Gerade verwandelt. 

Ist die Curve M ein Kreis, so ist g constant, also auch i. Die 
beiden cyclificirenden Flächen sind gerade Kegel und der Radius 

des transformirten Kreises ist A = >,— . Für die Curven von con- 

Cosi 

stantem Krümmungshalbmesser (» = a ist auch i constant und da man 
A-~a setzen kann, wodurch Cos a = 1 , also ? = wird, so folgt, 
dass für diese Curven die Tangentenfläche eine cyclificirendo Fläche 
ist. Die Curven von constantem Krümmungshalbmes- 
ser gehen also durch Abwickelung ihrer Tangenten- 
fläche in Kreise über; der Radius des Kreises ist je- 
desmal dem Constanten Krümmungshalbmesser gleich. 

§. 3. Um die Neigung '9" der cyclificirenden Geraden M'G' ge- 
gen die Tangente MT zu. finden, hat man in dem Dreieck ABC: 
Seite AC=^d', BC = 'd' —dr^ und B=:7t—{i+ di + da). Letz- 
teres sieht man ein, wenn man bedenkt, dass die cyclificirenden 
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!ESbenen GM'T und G'M'T' mit den Schmicgungsebenen der Punkte 
M und M' die Winkel i und i + rfj, die letzteren aber mit einander 
clen Schmiegungswinkel d6 bilden , mitliin die zweite der cyclifici- 
renden Ebenen gegen die erste ScLmiegungsebene unter einem 
AVinkel t*+ rft + d6 geneigt ist. Die doppelten Vorzeichen beziehen 
sich hiebei auf die eine und die andere der cyclificir enden Flächen. 
Daher erhält man 

sin (-d" — rf r i) sin i 

sin -9" *""" sin {i-^'di+da) 
und hieraus durch Keduktion auf Unendlichkleines gleicher Ordnung 

mit Rücksicht auf Cosi = -r-* : 

dt 

ry , CL di'^ffa l tdi , doh 

Coig& = . r , = :— : \:r "T -z-}' 

*'• sint . dr sin t \dt — dt\ 

Aus der Gleichi^ug 

Cosi=^, 

A 

folgt 

^,. dg dg 

A Sin t Va^ p* 

daher wird ^ j 

dg da 

Cotg»= Tx ^ Tx 



. + 5) ^ /."^ 



Für die Curven von constantem Krümmungshalbmesser ist dg-= 0, 
mithin „ a 

Coig^=+ J'^ 

— rfA^ — g^ 

für die Cylinderhelix wird ^ constant. 

§. 4. Wir suchen jetzt den Contingenzwinkel dx und den 

Schmiegungswinkel do der Gratlinic der cyclificirenden Fläche. 
Den ersteren erhält man aus dem Dreieck iü/ill/'C^, in welchem iJfC^^' 

= dx, M'MG = d; AM'G =PM'G + AM'Pz= BM'G + AM'P=d^ 
+ d%^ + dx , ist, nämlich 

dx^=d^ +^dx^z=dQ' +^dx ,Cosiy 

der Winkel efcr ist aber der Winkel Ödes Dreiecks ABC, aus wel- 
chem folgt: 

_ - sin i 

sin 9" 

oder weil nach §. 3 

5m i , dx:= — /ö^ö" . {di + da) 

di+ da 



rfcr == — 



Cos^ 
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oder weil 



wird 



Cos^z^ 



di + da 



V{di± dGf + dz^,8inH 



rfa2 — (di + döf + dx'^. sirfiu 
Diesem Ausdrucke kann man noch die folgende Form geben , indem 
man för di tind i die Werthe aus §. 3 einsetzt und für dq das gleich- 
bedeutende h d(S setzt (Cap. V. §. 2) : 



d(j2 



+ - 5) 



dr 



Für die Curven von constantem Krümmungshalbmesser wird 

da^ = da^ + dt^ . sih^i. 

f j 
§. 5. Das Bogenelement GG =d0 (Fig. 30) 8er Gratlinie der 

cyclificirenden Fläche ergibt sich folgen- 
dermassen. Es ist, wennM'Q senkrecht 
zn MG: GG' = G'M' — GM' =:^ G'M' -- 
GQ=G'M' — {GM — MQ) = {G'M' — 
GM)+MOz= d{MG) + ds Cosd: Daher 
wird, weil aus dem Dreieck MGM' so- 
fort MG gezogen werden kann, nämlich; 



Fig. 30. 




Fig. 31. 



MG := ^' sind" 




dt 



ds =:= 



=:= d ( — sind'} 
\dT '/ 



+ ds . Cosd, 



- §. 6. Die Gleichung Cosi^=^ 

liefert eine leichte Construction 
der cyclificirenden Ebene. Be- 
stimmt man nämlich den Krüm- 
mungsmittelpunkt C und dieKrüm- 
mungsaxe CE (Fig. 3i) für den 
Punkt M der Curve und sucht auf 
der letzteren einen Punkt -P, des- 
sen Abstand/*^ von iüf gleich dem 
Kadius A der Kreistransformation 
ist, so ist eine Eben», welche 
durch P und die Tangente in M 
geht die eine und eine Ebene, 
welche durch dieselbe Tangente 
und den mit P symmetrisch gegen 



den Krümmungsmittelpunkt C liegenden Punkt Q der Krümmungsaxe 
geht , die andere cyclificirende Ebene des Punktes, M. Die Punkte 
P^ sind zugleich (Cap. V. §. lO) die Mittelpunkte zweier Kugeln 
vom ßadiuä A oder auch die Mittelpunkte zweier Kegel, welche die 
Curve in M in der zweiten Ordnung berühren. Die Folge der Punkte 
P und Q bildet also auf der Fläche der Krümmungsaxen die Orte 
der Mittelpunkte derOsculationskugeln für die Curve M vom Radius A, 

Die beiden Curven P und Q haben sehr interessante Beziehun- 
gen zur Curve M. Sind nämlich M^ M\ M'\ M"\ . . . und P, P\ P'\ 
P'" . . . die Keihen entsprechender Punkte der Curven M und P, 

so ist 

MP=:^M'P==.M"P=A 

M'P' = M"P' = M"'P' = A 

M "P" = M"''P" = M^'P'' = A 

und daher auch 

M"P^M-'P' = M"P"--=.A 

d. h. es ist M" der Mittelpunkt einer Kugel Vom Radius A , welche 
durch die drei Punkte P, P\ P" geht und also die Curve P im Punkte 
P in der zweiten Ordnung berührt. Ebenso ist M'" Mittelpunkt einer 
Kugel von demselben Radius, welche die Curve P im folgenden 
Punkte P' osculirt u. s. w. Aehnliches gilt in Bezug auf die Cur- 
ven M und jp. Daher liegt die Curve M auf der Fläche 4er Krüm- 
mungsaxen der Curven P und jp. d. h. : 

Von den beiden Curven M und P (oder iüf und Q) ist 
jede der Ort der Mittelpunkte der Oscula tionskugeln 
vom Constanten Radius^ für die andere und liegt jede 
auf der Fläche der Krümmungsaxen der anderen. 

Ferner hat PP' die Richtung einer Tangente an die Kugel um 
M'\ welche durch JP, P\ P" geht und steht mithin senkrecht auf 
M"P^ ebenso ist es aber Tangente an eine Kugel, welche durch den 
dem Punkte P vorhergehenden Punkt, durch P und P' gehen würde 
und ihren Mittelpunkt in M' hätte , daher steht PP' auch senkrecht 
auf M'P\ folglich steht i>i>' auf der Ebene M'PM" senkrecht. Diese 
Ebene ist aber cyclificirende Ebene in M\ Daher: 

Die Tangente der Curve P(oder Q) steht senkrecht 
auf der cyclificirenden Ebene oder die cyclificirende 
Ebene ist die Normalebene der Curve jP(oder jP). 

Ebenso ist die cyclificirende Ebene von P Normalebene der 
Curve M, Es stehenalso die Curven M^ Pin solcherBe- 



t 

1 
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ziebang,dass die Normalebene jeder durch dieTangente 
der andern geht, also ihre Normalebenen aufeinan- 
der senkrecht stehen und die Bogenelemente sich 
rechtwinklig kreuzen. In der Tliat muss, wenn M"P' = MP 
sein soll, da beide Linien einen unendlich kleinen Winkel mit ein- 
ander bilden, die eine die Projection der andern auf ihre Rich- 
tung sein. 

Wickelt man die Fläche der Krtimmungsaxen von M ab und 
denkt dabei die Punkte der Curve M in den» Tangentenebenen der 
Fläche als fest, so gelangt bei diesem Torgange M' nach M" und es 
stehen P, P' von den vereinigten Punkten , nämlich von M" um den 
Radius A ab. Hierauf gelangf iüf " nach M'" und es stehen P\ P' 
also auch JP, P\ P" von M"' um ^,ab; gelangt M'" nach iüf^*', so 
folgt dass P, P\ P'\ P"' von diesem Punkte um dieselbe Strecke A 
abstehen u. s. f. Schliesslich erhält man einen Punkt, von welchem 
alle Punkte der Curven P gleichweit abstehen. Hieraus erkennt 
man die Richtigkeit des Satzes: 

Die Curve P (oder Q) der Oscnlationskugeln vom Ra- 
dius A hat die Eigenschaft, dass sie durch Abwicke- 
lung der Fläche der Krümmungsaxen, auf welcher sie 
liegt in einen Kreis vom Radius A übergeht. 

Construirt man daher zu der Curve P die Fläche ihrer Krtim- 
mungsaxen, so geht ebenso die Curve TUf, welche auf ihr liegt, in 
einen Kreis vom Radius A über; dasselbe geschieht, wenn man die 
Fläche der Krümmungsaxen der Curve Q abwickelt. Diese sind also 
die beiden cyclificircnden Flächen und die Curve ihr gemeinsamer 
Durchschnitt. Daher: 

Die beiden cyclific irenden Flächen einer Curve 
ifcf für den Radius A sind die Flächen der Krümungs- 
axen der Curven P, jP, welche den Ort der Oscula- 
tionskugelmittelpunkte vom Radius A für die Curve M 
bilden. 

Hieraus folgt noch, dass die rectificirende Fläche 
einer Curve M dieFläche derKrümmungsaxen für den 
Ort der Mittelpunkte der Kugeln von unendlich gros- 
sem Radius (der Schmiegungsebenen), d.h. die Fläche 
der Krümmungsaxen für die unendlich ferne Curve auf 
der Fläche der Krümmungsaxen von ^ist. 

§. 7. Die Curven der Mittelpunkte der Oscnlationskugeln von 
constantem Radius erlangen durch diese Betrachtungen eine auffal- 
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lende Bedeutung. Die §§. 3. 4. 5 liefern für sie den Contingenzwin* 
kel und Schmiegungswinkel. Da nämlich die cyclificirende Fläche 
die Fläche der Krümmungsaxen für die Curve P ist, so ist der Con- 
tingeuzwinkel der Curve P gleich dem Schmiegungswinkel der Grat- 
linie der cyclificirenden Fläche nämlich gleich 

Viditdaf-^dz^sinH 

. und der Schmiegungswiifkel ist gleich dem Contingeiizwinkel dersel- 
ben, nämlich gleich 

rf'8' + dx Cosi. 

Das Bogenelement der Curve P ergibt sich so. Es ist 

PP' : PA' = sin PK P' : sinPP'K, 
Nun wird aber PP'K= CPP' —CKP' und es ist, weil PP' zu M'P 

senkrecht ist, CPP' =:^'^— CP M' = '^ — (^ — PM'C) = PM C 

= PMC=i, mithin PP'K = i— da, weil CKP' = da. Daher wird 

jetzt 

PP' : PIl = sin d a : sin (t — da) 
, oder 

sin t 
Ferner hat man PK= Ch + CP, je nachdem P der einen oder 
andern cyclificirenden Fläche entspricht, und wenn man CK=±h, 
CP — k setzt 

PK=h + k 
und daher 

PP' = 4^. (A + Ä)'= ^. + ^. 

Smi ^ ' .91«« Sl7lt 

Bedenkt man, dass 

' hda=dQ, k = J/a^'—q^ 

ist, so erhält man für die Bpgenelemente ds'\ ds" der beiden Cur- 
ven P, 

ds" = /^ + Ada. 

r A^ 

Addirt man diese Ausdrücke, so kommt noch 

ds'-^ds" dq 



2 / . 5» 



A 
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und hieraus durch Integration 



2~ 



K5) 



::^ A arc sin ( —.] + ConsL 



§. 8. Für die Helix eines Kreiscylinders ist i sowie ^ constant, 
nämlich 

^o^, = 4, Cos^= ,X^ ; 

es bilden mithin die cyclificirendcn Ebenen mit den Schmiegungs- 
ebenen und in ihnen die cyclificirendeu Geraden mit den Tangenten 
der Helix constanten Winkel. Da nun auch die -Schmiegungsebene 
der Helix mit der Erzeugungslinie des Cylinders einen constanten 
Winkel bildet, nämlich den Winkel, unter welchem der Helix ge- 
gen die Erzeugungslinien des Cylinders geneigt ist, so folgt, dass 
die cyclificirenden Ebenen und in ihnen die cyclificirendeu Geraden 
gegen die Erzeugungslinien des Cylinders ebenfalls constante Nei- 
gung haben. Hieraus ergibt sich weiter, dass die Punkte der Grat- 
linie der cyclificirenden Fläche von den Erzeugungslinien des Cy- 
linders gleichen Abstand haben und folglich selbst wieder auf einem 
mit jenem conccntrischen Cylinder liegen und dass die' Tangenten 
der Gratlinie gegen die Erzeugungslinie dieses dieselbe constante 
Neigung haben. Daher ist die Gratlinie ebenfalls eine Helix und 
die cyclificirenden Flächen sind* abwickelbare Helicoide. 

§. 9. Die Gratlinien sämmtlicher cyclificirender Flächen einer 
Curve bilden eine Fläche, welche symmetrisch getheilt wird durch 
die Fläche der Schmiegimgsebenen , nämlich durch die Tangenten- 
fläche. Auf dieser Fläche sind die Gratlinie der rectificirenden Flä- 
che und die Gratlinie derjenigen cyclificirenden Fläche, welche dem 
kleinsten Werth von A entspricht , bei welchem die Kreistransforma- 
tion noch möglich ist, ausgezeichnete Linien. 

§. 10. Das Problem der cyclificirenden Flächen ist einer Um- 
kehrung fähig. Man kann nämlich die Aufgabe stellen: „aufeiner 
abwickelbaren Fläche die Curven zu finden, welche 
durch Abwickelung der Fläche in einen Kreis von ge- 
gebenem Radius A transformirt werden.*' Hiebei sind alle 

Elemente rf*, rfr, rfa, ^, u. s. w. der Gratlinie QG G^ ... dieser Flä- 
che als gegeben anzusehen. Nimmt man nun auf der Tangente des 
Punktes Q einen Punkt M willkührlich an und zieht durch ihn in der 
Schmiegungsebene von ^, nämlich in der Tangentenebene der Flä- 
che eine Gerade, welche mit der Tangente einen willkührlichen 
Winkel macht, so können dieser Punkt und diese Gerade als die 
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Anfangselemente der Construction einer der gesuchten Curven an- 
gesehen werden. Die Gerade bestimmt nämlich auf der folgenden 
Tangente in G' einen zweiten Punkt M' und dadurch das Bogenele- 
ment und den Contingenzwinkel dr^ der transformirten Curve ver- 
möge der Bedingnug MM' ^P=A. dr^. Zieht man also die «Gerade 
M'i durch M' in der Schmiegungsebene von G so, dass iM' mit dem 
verlängerten^ Bogenelemente MM' den Winkel dt^ bildet, wa« auf 
zwei Arten geschehen kann, und legt durch iM' eine Ebene senk- 
recht zur Ebene iüfitf'C , so bestimmt diese auf der folgenden Schmie- 
gungsebene ein weiteres Bogenelement i^f'i^f" und zugleich den Con- 
tingenzwinkel der Curve M. Durch Fortsetzung der Construction 
findet man den folgenden Werth von dx^ und mit dessen Hülfe ein 
weiteres Bogenelement u. s. f. 

Man ersieht hieraus, dass die Construction einer Curve auf 
einer abwickelbaren Fläche, welche durch deren Abwickelung ii;i 
einen Kreis von gegebenem Badius übergeht, von zwei beliebig an- 
genommenen Elementen , einem Punkte der Curve und der Tangente 
in ihm abhängt und dass durch jeden Punkt der Fläche zwei Curven 
der Art gehen. 

Bezeichnen L und d- die Länge MGund den Winkel M'MG für 
irgend eine Stelle der Curve M^ so sieht man leicht, dass 

dx^ = {^ + dx) —{^ + dQ) = d^x — d^ 

ds = -r-z, dx 

sin 47* 

und folglich die Bedingungsgleichung der Aufgabe ist: 

L dx 



dt — dO" 



= A 



weiter erhellt aus §. 5 dass 

dL = ds — ds Cosd' =^ ds — LCo(g&, dx 

und dies sind die beiden simultanen Differentialgleichungen, mit 
Hülfe von deren Integration das Problem analytisch gelöst werden 
kann *). 

Man findet noch 

dx'^ = dx^^ + sin'^d' da*^ = (rfr — dß'^ + sin^d' . da^ 



*) Cf. Möllns a. a. O. p. 283. 



i 
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oder wenn man dt — dd- mit Hülfe der ersten der beiden vorigen 
Gleichungen eliminirt: 

und liiemit erhält man weiter für den Ki-ümmnngshalbmesser der ge- 
suchten Curve 



8in*9 



oder wegen 



1 1 f^^x 8i 



da Q^ 

dt r 



^* ■" --^^ "*■ r/ V ^^ J 



Cap. XL 

Die Evolutoiden. 



§. 1. Zieht man durch die aufeinanderfolgenden Punkte 3/, ^f, 
M'\ ... einer Curve Gerade, welche mit den Tangenten in diesen 
Punkten constanten Winkel a bilden und sich aufeinanderfolgend in 
den Punkten iV, N\ N'\ ... schneiden, so bildet die Folge der 
Punkte N eine Curve, welche eine Evolutoide der Curve -/If ge- 
nannt wird*). Ist a==— , so geht die Evolutoide in eine Evolute 

über. Die Evoluten bilden also eine Specics der Evolutoiden. Da- 
her der Name. 

Die Evolutoide ist die Gratlinie einer abwickelbaren Fläche, 
welche durch die Curve geht und deren Erzeugungslinien mit den 
Tangenten der Curve constanten Winkel bilden. Sobald dieser Win- 
kel a und irgend eine Erzeugungslinie z. B. die durch den Punkt M 
gehende, gegeben sind, so ist diese Fläche und mit ihr die Evo- 
lutoide vollständig bestimmt. Ein und demselben Winkel a ent- 



*) Cf. Lancret, Mein. sur. les deVeloppoides des courbcs planes, des 
courbos h. double courbure et des surfaces deVe'loppables. M^m. pr^s. 
i rinse. T. II. p. 19. 
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sprechen aber unendlich viele Evolutoiden, denn man kann zur An- 
fangstangente derselben jeden Strahl eines geraden Kegels wählen, 
desfiten Mittelpunkt in aufliegt, dea^/^ Axk die Tangente der Curve 
in diesem Punkte und dessen halbe Oeffnung gleich a ist. Es hängt 
daher die spezielle Evolutoide von zwei Bedingungen ab, von der 
Grösse des Winkels cc und der Lage der Anfangstangente. Die 
sämmtlichen Evolutoiden einer Curve bilden daher eine Doppel- 
schaar. In dieser sind einzelne ausgezeichnete Schaaren enthalten, 
insbesondere die Schaar der Evoluten, entsprechend dem Winkel 

a= 2^; für a = reducirt sich die entsprechende Schaar auf die 

Curve selbst. 

§. 2. Die sämmtlichen einem bestimmten Winkel cc entspre- 
chenden Evolutoiden bilden eine krumme Fläche, die Evolutoi- 
den fläche und die sämmtlichen Evolutoidenflächen eine Flächen- 
schaar, in welcher die Fläche der Krümmungsaxen als die Fläche der 
Evoluten enthalten ist. Lässtiman den Winkel a continuirlich von 

bis -^ wachsen, so ändert sich die Evolutoidenfläche selbst conti- 

nuirlich und geht schliesslich in ihre Grenze , die Fläche der Krüm- 
mungsaxen über. 

§. 3. Jede einem beistimmten Winkel cc entsprechende Evolu- 
toidenfläche zerfällt in zwei Aeste. Denkt man sich nämlich den 
Kegel , auf welchem die Anfangstangenten aller Evolutoiden liegen, 
die dem Winkel cc entsprechen, so bewegt, dass sein Mittelpunkt 
die Curve M beschreibt, und seine Axe stets Tangente dieser Curve 
bleibt, so liegen die sämmtlichen dem Punkte M entsprechenden 
Punkte N aller dieser Evolutoiden auf der Durchschnittscurve.der 
beiden unendlichnahen Kegel in M und Jf '; ebenso die sämmtlichen 
Punkte N' der Evolutoiden entsprechend dem Punkte M' . auf dem 
Durchschnitt der Kegel in M' und M" u. s. f. Es erzeugt daher die 
Durchschnittscurve zweier aufeinanderfolgender Kegel die Fläche 
der Evolutoiden , die Linie ist die Charakteristik und der Kegel die 
Erzeugungsfläche der Evolutoidenfläche, welche deren Enveloppe 
ist. Nun schneiden aber die beiden Flächentheile des Kegels in M 
die beiden Flächentheile des folgenden Kegels in Jf' in zwei distinc- 
ten Curven, von denen jede bei der Bewegung des Kegels eine 
Fläche für sich beschreibt, welche ein Ort von Evolutoiden ist. Da- 
her besteht der Gesammtort aller Evolutoiden aus diesen beiden ge- 

trennten Flächenästen. Bios für a = und ^=2 ^^^^^^ diese bei- 
den Flächen äste zusammen. 

Schell, Theorie d. Curven. 7 
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§. 4. Die Durchschnittslinie zweier aufeinander- 
folgender Kegel oder die Charakteristik derEvoln- 
toidenfläche ist eine ebene Curve und zwar eine Hy- 
perbel. Um den ersten Theil dieses Satzes zu erweisen, legen 
wir durch die Tangenten in M und M\ welche die Axen der beiden 
Kegel sind, die Schmiegungsebene des Punktes ^f (Fig. 32). Diese 

Ebene schneidet den Kegel , dessen 
Mittelpunkt in itf liegt, längs zweien 
Geraden, welche mit der Tangente 
in M Winkel gleich a bilden. Ebenso 
schneidet sie den Kegel des Punktes 
M' in zwei Geraden von derselben 
Eigenschaft. Diese Geraden liefern 
zwei Punkte N der Durchschnitts- 
linie beider Kegel und jeder solche 
Punkt ist die Spitze eines Dreiecks 
MNM\ dessen Winkel MNM' gleich 
dem Contingenzwinkel dt der Curve 
M ist. Diese beiden Punkte liegen 
daher gleichweit ab von der Tangente 
in T^fund ihre Verbindungslinie, welche dieser Tangente parallel ist, 
wird von der Hauptnormalen des Punktes il/ in Q halbirt. Die Punkte iV 
liegen aber auch, da die Winkel y^fiVil/' gleich dx sind, in einem 
Kreise, welcher über dem Krümmungshalbmesser MC^=q als Durch- 
messer beschrieben werden kann; daher ist Winkel MNC ein Rech- 
ter und wenn man noch von iV das Perpendikel NP auf die Tan- 
gente fallt, so ist, wie leicht zu sehen: 

MN=q sin a\ NP = q sin^a , MP = q sin cc Cos ce. 
Legen wir jetzt durch die Tangente des Punktes M irgend eine an- 
dere Ebene , welche mit der Schmiegungsebene einen Winkel ^ bil- 
det , so schneidet sie die Durchschnittscurve beider Kegel gleichfalls 

in zwei Punkten N, welche die Spitzen von 
zwei Dreiecken MNM' sind, deren Winkel 
MNM' aber nicht gleich dr, sondern gleich 
dx , Cosd" sind. Es bildet nämlich die Gerade 
>JV M'N (Fig. 33) mit den Tangenten MT, M'T in 
den Punkten M, M\ eine dreiflächige Ecke TTN 
für welche, wenn MNM' mit dt\} bezeichnet 
vtirdiTN=a+ rft^, 7^^^=«, rT'=:(/r istund 
wenn man von T' das Perpendikel T'P auf die 
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gegenüberliegende Seite TN fällt, PiV= T'N=a, mithin TP=d'^ 
wird. Der Winkel NTT' aber ist 'gleich ^; daher folgt. aus dem un- 
endlichkleinen Dreieck TPT'\ 

d'^ = d% . Cos-O". 

Die beiden Punkte N liegen auch jetzt noch gleichweit ab von der 
Tangente in M und ihre Verbindungslinie ist daher auch jetzt noch 
parallel zu dieser. Sie liegen auch jetzt auf einem Kreise , welcher 
über der Sehne MM' den Peripheriewinkel dt/; fasst und daher ist 
der Durchmesser dieses Kreises 

MM' iTf üf 1 

dtb dz Cos & 

i/f i/f' 

oder, weil — — gleich dem Krümmungshalbmesser q der Curve 
;if ist 



Cosd' 

Projicirt man sie auf die Tangente und Schmiegungsebeue nach p 
und n , so wird ähnlich , wie vorher 

pn=^ Np . Cos d" = Q siti'^a , Nn = Np . sind^^^ Qtgd" , sin^cc. 

Hieraus ersieht man, dass die Projectionen der Punkte iV auf die 
Schmiegungsebene mit den in dieser Ebene selbst liegenden Punkten 
N in eine Gerade fallen , welche der Tangente des Punktes M im 
Abstände q sinket parallel läuft. Es liegen daher alle Punkte iü/, d.h. 
die sämmtlichen Punkte der Durchschnittslinie der beiden Kegel in 
einer Ebene, welche auf dem Krümmungshalbmesser senkrecht steht 
und von der rectificirenden Ebene um die Strecke q siri^a entfernt ist. 
Daher ist diese Durchschnittslinie eine ebene Curve. Da aber die 
Ebene dieser Curve der Tangente in iJ/, d. h. der Axe des Kegels 
in M parallel läuft , so ist sie eine Hyperbel. 

Legt man durch die Tangente des Punktes M die beiden Ebe- 
nen, welche mit der Schmiegungsebene denselben Winkel ^ bilden, 
80 liefern sie vier Punkte iV, welche paarweise symmetrisch gegen 
die Schmiegungsebene liegen. Hieraus folgt, dass die Dnrchscbnitts- 
linie der Ebene der Hyperbel mit der Schmiegungsebene die Haupt- 
axe dieser ist; wird sie mit 2A bezeichnet, so ist 

'A =zq Sinei Cos cc. 

Ferner folgt, dass, weil die Ebene der Hypörbel mit der rectifici- 
renden Ebene also auch mit den beiden Strahlen des Kegels in M 
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welche in diese fallen parallel ist, dass die Asymptoten der Hyper- 
bel diesen Strahlen parallel sind , dass mithin der Asymp toten winkel 
derselben 2a und die halbe Nebenaxe 

B == Aig cc = Q sin^a 
ist. 

Die sämmtlichen Kreise , auf welchen die Punkte N liegen 

und deren Durchmesser die verschiedenen Werthe von haben, 

wenn -O- bis von Stt geht, erfüllen eine interessante Fläche. Die 
Mittelpunkte dieser Kreise fallen in die Normalebene und es haben 
die Endpunkte der Durchmesser vom Punkte M einen Abstand 

Cos^ 

daher ist' q ihre Projection auf der Schmiegungsebene und liegen sie 
alle in der Krümmungsaxe. Die Normalebene hat mit dieser Fläche 
nur die Krümmungsaxe und den Punkt M gemein, während jede 
Tangentenebene sie in einem Kreise schneidet; die Schmiegungs- 
ebene liefert den kleinsten dieser Kreise, die rectificirende den gröss- 
ten nämlich den unendlichgrossen. Auf dieser Fläche liegt die Hy- 
perbel, welche der Ort der Punkte iVist. 

Auf dieser Fläche liegen aber auch alle andern Hyperbeln, 
welche den verschiedenen Werthen des Winkels a entsprechen, wie 
man daraus sieht, dass der Durchmesser der Kreise von a unab- 
hängig ist. Die Fläche wird daher parallel der rectiiicirenden Ebene 

in Hyperbeln geschnitten und wenn a von bis -^ anwächst, so be- 
wegt sich die Ebene eines solchen Schnitts von der rectificirenden 
Ebene der Curve M bis zur rectificirenden Ebene der Curve der Mit- 
telpunkte ihrer Schmie^ungskugeln und wächst der Asymptotenwin- 
kel von bis it. Die Hyperbel geht dabei continuirlich von der Tan- 
gente der Curve i>f durch alle Zwischenstufen hindurch in die Krüm- 
mungsaxe über. 

§.5. JedeEvolutoide ist eine kürzeste Linie auf der 
E V o 1 u t o i d e n f 1 ä c h e. Es ist nämlich die Evolutoide die Gratlinie 
einer abwickelbaren Fläche, deren Erzeugungslinien mit den Tan- 
genten der Curve constanten Winkel bilden. Daher ist die Ebene 
zweier aufeinanderfolgender Erzeugungslinien die Schmiegungsebene 
der Evolutoide. Sie geht aber durch die Tangente und steht folglich 
auf der Tangentenebene des geraden Kegels senkrecht, dessön Axe 
die Tangente ist und auf welchem die Tangente der Evolutoide liegt. 
Nun schneidet sich dieser Kegel mit dem ihm unmittelbar verberge- 
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h enden und dem ihm unmittelbar folgenden Kegel in zwei Hyper- 
beln, welche eine unendlich schmale Zone bestimmen, welche der 
Kegel mit der Evolutoidenfläche gemein hat. Längs dieser Zolliö ha- 
ben beide Flächen, der Kegel und die Evolutoidenfläche gemein- 
schaftliche Tangentenebene und auf dieser Zone liegt das Curven- 
element der Evolutoide, deren Schmiegungsebene senkrecht auf der 
Tangentenebene des Kegels steht. Diese Ebene steht daher auch 
senkrecht auf der Tangentenebene der Evolutoidenfläche und die 
Normale dieser ist äIso ihre Hauptnonnale ; daher ist die Evolutoide 
eine kürzeste Linie auf der Evolutoidenfläche. (Cap. IV. §. 3. Anm.) 

Jede Evolutoide ist daher auch eine Curve, längs welcher ein 
über die Evolutoidenfläche frei hingespantiter Faden ohne Reibung 
im Gleichgewichte sich befindet. Befestigt man daher im Punkte M 
der Curve einen Faden und spannt ihn über den Kegel in M hin bis 
zu einem Punkte N der Hyperbel, welche die Charakteristik der 
Evolutoidenfläche ist, und längs welcher der Kegel diese Fläche be- 
rührt und führt ihn dann frei über die Fläche hin, so zeichnet er 
auf dieser die durch N gehende Evolutoide der Curve M, Zieht 
man also nach allen Punkten N der Charakteristik solcher Fäden, 
so erhält man alle Evolutoiden , welche demselben Winkel a ent- 
sprechen. . 

§. 6. Auf der Evolutoidenfläche gibt . es zwei besonders aus- 
gezeichnete Curven, nämlich die Curve der Scheitel und die 
Enveloppe aller Hyperbeln. Keine von beiden ist eine 
Evolutoide. Um dies für die Curve der Scheitel zu erweisen, ge- 
nügt es zu bemerken, dass zwei aufeinanderfolgende Linien MC^ M'd ^ 
welche die Punkte M^ M' der Curve mit den ihnen entsprechenden 
Scheiteln C, d verbinden in den Schmiegungsebenen von M und M 
liegen und sich also, wenn sie sich schnitten, nur auf der Durch- 
schnittsebene dieser Ebenen, nämlich der Tangente schneiden könn- 
ten, was nicht möglich ist, da die Punkte iü/, M' verschiedene Punkte 
sind. Es berühren folglich die Linien MC^ M' Cf keine Curve, also 
auch nicht die Curve der Scheitel, mithin ist diese auch keine Evo- 
lutoide. Bios der Fall , dass die Curve M eben ist , macht eine Aus- 
nahme ; dann ist nämlich die Curve der Scheitel eine Evolutoide ; 
sie ist die Durchschnittslinie der Ebene der Curve mit der Evolu- 
toidenfläche und um sie gruppiren sich die Evolutoiden symmetrisch 
zu beiden Seiten der Curvenebene , welche folglich eine Symmetrie- 
ebene der Evolutenfläche wird. 

Um die Behauptung für die Enveloppe der Hyperbeln zu er- 
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weisen, ziehen wir von dem Punkte ^ nach irgend einem Punkte N 
der Hyperbel, welche den Durchschnitt des Kegels in M mit dem 
Kegel in J^t darstellt und verlängern diese Linie bis zum Durch- 
schnit N' mit der nächsten Hyperbel, in welcher sich der Kegel in 
M' mit dem folgenden schneidet. Dann ist NN" das Element einer 
Evolutoide. Ist nun aber iV^ ein Punkt iiT der Enveloj^pe der Hyperbeln, 
so ist er Durchschnittspunkt jener beiden Hyperbeln und es fällt If 
mit ihm zusammen und das Element NN' verschwindet. Eine Linie 
von M' nach dem nächsten Punkte £" der Enveloppe fällt daher 
nicht mit ^' if' zusammen , also mit MIl nicht in dieselbe Ebene, 
also schneiden sich iü/JiT, M.K' nicht und die Curve KK' ... ist folg- 
lieh keine Evolutoide, an^ dann nicht, wenn die Curve M eben ist. 

Für ßf = «- geht die Curve der Scheitel in die Curve der Krüm- 
mungsmittelpunkte und die Enveloppe der Hyperbeln in den Ort 
der Mittelpunkte der Schmiegungskugeln über. 

Es ist leicht, den Winkel dk zn bestimmen, welchen die Strah- 
len TIf 6', M (f , welche nach den Scheiteln zweier Hyperbeln gehen, 
zu bestimmen. Projicirt man nämlich die Linie 3f C\ welche in der 
Schmiegungsebene des Punktes M^ liegt, auf die Schmiegungs- 
ebene des Punktes M und ist M'y diese Projection, so bilden diese 
beiden Linien miteinander einen Winkel da , sina, eine dritte Linie 
3fy , welche man durche M' parallel MC zieht, bildet mit Jify den 
Contingenzwinkel dt und mit 3f(f den gesuchten Winkel dk. 
Daher folgt aus der unendlich kleinen an der Kante 3fy rechtwink- 
ligen Ecke dieser drei Linien: 

dk^ = dx^ -f e?(>2 . siii^ « ; 

für of := — erhält man hieraus den Lancret'schen Satz Cfip. IT, §. 10. 

Die Scheitelstrahlen MC erzeugen eine windschiefe , Fläche, 

welche für a = — in die Fläche der Hauptnormalen üb.ergeht. 

§. 7. Durch jeden Punkt der Evolutoidenfläche geht eine ein- 
zige Evolutoide, denn dieser Punkt liegt auf der Durchschnittslinie 
zweier Kegelfläphen, also gehen nach ihm zwei Strahlen dieser Ke- 
gel, von denen der eine bereits genügt, um die Evolutoide vollstän- 
dig zu bestimmen. Daher geht auch durch jeden Punkt der Schei- 
telcurve eine Evolutoide, daher wird diese von allen Evolutoiden 
getroffen. Nur wenn die Curve eben ist, ist die Scheitelcurve selbst 
Evolutoide und haben die übrigen mit ihr keinen Punkt gemein, 
sondern nähern sich ihr asymptotisch. Ebenso trifft jede Evolutoide 
die Enveloppe der Hyperbeln in einem Punkte. 
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Wenn die Curve M die Fläche der Evolutoiden im Punkte M 
schneidet, so ist dieser Punkt ein Punkt der Durchschnittslinie des 
Kegels in M mit dem folgenden Kegel, nämlich ein Pimkt der cha- 
rakteristischen Hyperbel. Nun läuft die Ebene der Hyperbel mit 
der rectificirenden Ebene parallel und fällt also in diesem Falle mit 
der rectificirenden Ebene selbst zusammen; daher reducirt sich die 
Hyperbel auf die beiden Geraden, in welchen die rectificirende Ebene 
dieses Punktes den Kegel, dessen Mittelpunkt in ihm liegt, schneidet, 
nämlich auf die beiden Geraden , welche mit der Tangente von Sf 
gleiche Winkel et bilden. Dieser Punkt ist Scheitel und Mittelpunkt der 
Hyperbel zugleich, mithin geht die Curve der Scheitel durch ihn hin- 
durch. Da die Tangenten der Evolutoiden die Strahlen des erzeugen- 
den Kegels sind und alle durch diesen Punkt gehen, so gehört er zu- 
gleich allen Evolutoiden gemeinschaftlich an. In ihm-stossen die bei- 
den Flächenäste zusammen, welche den Ort der Evolutoiden bilden. 

§. 8. Die sämmtlichen Evolutoiden einerseits und die sämmt- 
liclien charakteristischen Hyperbeln andererseits bilden zwei Systeme 
von Curven auf der Evolutoidenflache, welchen hinsichtlich ihrer ge- 
genseitigen Lage eine ausgezeichnete Eigenschaft zukommt. Zieht 
man nämlich längs einer Curve des einen Systems in allen Punkten, 
in welchen sie von den Curven des andern Systems geschnitten wird, 
Tangenten an die letzteren, so bilden diese eine abwickelbare Fläche. 
Ist nämlich die Curve eine aus dem System der Hyperbeln , so sind 
die Curven, welche sie schneiden, die Evolutoiden und ihre Tangen- 
ten sind die Strahlen des Erzeugungskegels, auf welchem die Hyper- 
bel liegt und dieser Kegel ist jene abwickelbare Fläche. Ist aber 
die Curve eine Evolutoide, so sind die Curven des andern Systems 
Hyperbeln und die Tangente an eine solche Hyperbel ist der Durch- 
schnitt zweier Tangenteuebenen der Kegel, welche sich in der Hy- 
perbel schneiden. Diese Tangenten sind also die Durchschnitte 
einer continuirlichen Folge von Ebenen und erzeugen mithin eine 
abwickelbare Fläche. Wickelt man diese Fläche ab, so geht die 
Evolutoide in eine Gerade über, denn die abwickelbare Fläche be- 
rührt die Evolutoidenflache längs dieser Evolutoide, und diese 
ist auf der Evolutoidenfläclie kürzeste Linie; daher ist sie auch auf 
der umschriebenen abwickelbaren Fläche kürzeste Linie und geht 
mithin bei der Abwickelung dieser in eine Gerade über. Diese ab- 
wickelbare Fläche ist daher die rectificirende Fläche der Evolutoide 
und ihre Tangentenebenen stehen als rectificirende Ebenen senk- 
recht auf den Schmiegungsebenen der Evolutoide. 
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§. 9. Den Contingenzwinkel dt^ einer Evolntoide haben wir 
bereits §. 4 bestimmt; er ist nämlich dt^ z= dtif = dz . cos & wenn & 
Fig. 34. den Neigungswinkel der Sehmiegungsebene der 

y Evolutoide gegen die Sehmiegungsebene der 
Curve bedeutet. Er ist unabhängig von a, mit- 
hin für alle Evolutoiden, die den verschiedenen 
Werthen von a bei demselben Werthe von <& 
entsprechen, derselbe. (S. Cap. IV, §. 10.) Det 
Schmiegongs Winkel d(S^ der Evolutoide erhal* 
ten wir aus dem sphärbchen Dreieck ABC 
Fig. M , welche fibereinstimmt mit den Figuren 
von Cap. X, §. l und Oäp. III, §. 4'Tmd 7, in welchem C= rftf, ist, 

nämlich 

, dt . ^ 
dö* =p-. stn&. 

Das Verhältniss beider und mithin das Verhältniss der beiden ersten 

Krümmungen der Evolutoide ist demnach 

Jtj sina 

dOi igd" j 

Aus dem Contingenzwinkel und dem Schmiegungswinkel der Evo- 
lutoide erhält man für den Winkel dk^ der ganzen Krümmung: 

I * ( .vm*a ) 

Für das Bogeneloment (/^^ der Evolutoide erhält man, wenn MN=iL 

gesetzt wird 

ds^ = dL — d$ CöMcc 
und weil 

r ds sina ds 

L = SmCC' -z- =rr — . — ; 

«Tj Cos 9t ax 
so wird 

ds* = sina d ( , J a. \ — ^^^ Cosa, 
■ ^ \^dx Co8& J 

Auch kann man leicht den Winkel a durch rf'9", rfa, dx etc. aus- 
drücken. Es ist nämlich, wenn '^PBC = X, BP=i gesetzt wird, 
(S. Cap. m, §. 7.) 

d' + dd' ± d6 — ^t=zj — X' 

folglich 

dd" + d6 = CosL > • 

Nnn ist aber in dem Dreieck PBC 

Cos X = Cotg a ,tg%x=sL Coig a ,i=z Cotg a . dx sin -ö", 
mithin 
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dt sin 4t 

§. 10. Das Problem der Evolutpiden ist einer Umkelirung 
fähig. Mann kann verlangen, die sämmtlichen Curven anzugeben, 
für welche eine gegebene Curve N Evolutoide ist. Solche Curven 
stehen zu der Evolutoide in einer ähnlichen Beziehung, wie die 
Evolventen m der Evoluten, daher mögen sie Evolventoiden 
heissen. Da die Tangente der Evolutoide mit der Tangente , der sie 
als Evolutoide augehört , einen constanten Winkel bildet , so sieht 
man ein , dass die Evolvententoiden einer Curve alle auf der Tan- 
gentenfläche derselben liegen nnd diejenigen Curven sind, welche 
die Tangenten unter constantem Winkel a schneiden *). So wie wir 
aber bei den Evolventen zwisehen Filarevolventen und Planevol- 
venten unterschieden haben, so macht sich auch hier ein analoger 
Unterschied geltend. Die Corven, die wir eben Evolventoiden 
nannten, entsprechen den Filarevolventen. Nun bilden die Schmic- 
gongsebenen der Planevolventen mit den Schmiegungsebenen der 
primitiven Curve rechte Winkel , daher wird man passend die Cur- 
ven, deren Schmiegungsebenen mit den Schmiegungsebenen einer 
gegebenen Curve constanten Winkel bilden**), Planevolventoiden 
nennen und jene ersteren Evolventoiden mit dem Namen der Filar- 
evolventoiden belegen. Wir wollen hier die Theorie dieser von einer 
Curve abgeleiten Curvensysteme nicht weiter verfolgen. 



Wir haben in der vorliegenden Schrift die allgemeine Betrach- 
tung der Curven bis zu den Elementen der dritten Ordnung fort- 
geführt. Die innigste Berührung , welche wir zwischen Curven und 
Flächen untersuchten, war von der dritten Ordnung, nämlich die 
zwischen der Curve, ihrer Schmiegungskugel und ihrem Schmic- 
gungskegel. Es ist leicht anzudeuten, welchen Weg die allgemeine 
Theorie der Curven doppelter Krümmung ferner betreten im d- welche 
Probleme sie zunächst lösen muss. Die Kugel und der Kegel sind 



''') Cf. Möllns^ sur Ics trajectoires qui coupcnt sont un angle donntf 
les tangentes k une courbe k double courburc. Jouni. des Mathem. T. VIIL 
p. 132. ^ 

**) Cf. Möllns, Kote tnr les courbes dont les plans oscnlateurs fönt 
tin angle constant avec nne sur face d^v^loppablo sur laquellc elles sont 
trac<?es. Journ. Tles Math. X. XU. p. ^894. 
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sp«ziello . Flächen der zweiten Ordnung. Die allgemeine Fläche 
zweiter Ordnung ist durch neun Punkte bestimmt, und kann also 
eine Curvo doppelter ICrtImmung höchstens in der achten Ordnung 
berühren. Die Construction einer solchen Sißhmiegungsfläche zwei- 
ter Ordnung ist schwierig und scheint noch Niemanden gelungen zu 
sein. Selbst die Berührung einer Curve mit solchen Flächen iwei- 
ter Ordnung, welche nicht den höchsten Orad der Innigkeit der Be- 
rührung erreichen können, wie z. B. die Berührung mit dem allge-: 
meinen Cylinder sweiten Grades ist noch nicht abgesdilossen. Wie 
wünschenswerth Untersuchungen über solche Gegenstände sind, wird 
klar, wenn man bedenkt, dass die Lösung des allgemeinen Problems 
der Berührung einer Curve mit einer Fläche zweiter Ordnung eine 
neue Eintheilung der Curven in solche,' für welche diese Berüh- 
ruttgsfilache eine -geradlinige Fläche ist und für welche sie dies nicht 
ist und im letztern Falle' eine Uäterabtheilung in solche" Curven, für 
welche sie ein Ellipsoid oder ein doppeltes Hyperbeloid ist, liefern 
niuss. Wir hoffen in nächster Zeit zur Lösung dieser interessanten 
Fragen einige Beiträge liefern zu können. 



Verbesserungen: 



i" 



S. 13. Z. V. u. lies ^,Tangente" statt „Tangenten" 

S. 10. Z. 3 V. u. ,, „abwickelbaren" statt „abgewickelten" 

S. 23. Z. 10 lie^ „Maass der ganzen Kr." statt „Maass der Kr.** 
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